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ANNALEN DER PHYSIK. 


VIERTE FOLGE. BAND 56. 


1. Röntgenstrahlinterferenz und Mischkristalle; 
von M. v. Laue. 


Uber den molekularen Bau der Mischkristalle gibt es im 
wesentlichen zwei Ansichten. Nach der einen sind im Raum- 
gitter die einander entsprechenden Atome der verschiedenen 
miteinander gemischten Bestandteile nach Zufall über die 
Punkte verteilt, die für sie in Betracht kommen, nach der 
anderen haben wir auch im Mischkristall ein durchaus regel- 
mäßiges Gitter, nur von anderen, und zwar sehr viel größeren 
Gitterkonstanten als im entsprechenden einheitlichen Kristall. 
Vegard und Schjelderup!) bringen durch Interferenz- 


1) L. Vegard u. H. Schjelderup, Physik. Zeitschr. 18. p. 93. 
1917. Diese sehr verdienstliche Arbeit will die entgegenstehende Auf- 
fassung an einem Beispiel widerlegen, indem sie für den Mischkristall 
aus gleichen Teilen von KC] und KBr ein bestimmtes naheliegendes 
regelmäßiges Funktsystem annimmt und zeigen will, daß eins der da- 
nach zu erwartenden Interferenzmaxima nicht vorhanden ist. Nur meinen 
die Verfasser, diese Widerlegung wäre nicht durchschlagerd, weil nach 
der Theorie das betreffende Maxin um sehr schwach wäre. Und darin 
scheint mir ein Versehen zu liegen. Der Struktufaktor setzt sich bei 
d.»sem Beispiele nämlich zusammen aus drei Faktoren: 


2 


‚n 
4 +e 5 (he + hs) ze mtl) 


(hy + hg) |% 


— + he + hn) 
Cl 


(4 +e 
Der Faktor F, rührt davon her, daß sich das ganze Punktsystem aus 
flächenzentrierten Gittern zusammensetzt; der Faktor F, davon, daß aus 
einem solchen Gitter drei gleichartige andere durch die Verschiebungen 0, 
ta, 1a, ta, 0, 4a und ta, 4a, 0 entstehen. (a ist die Kante des Ele- 
mentarwürfels), F, aber deutet darauf hin, daß längs einer zu einer 
Würfeldiagonalen parallelen Geraden ein K-, ein Cl-, wieder ein K- und 
ein Br-Atom in gleichen Abständen liegen. Sind bei einem Maximum 
die Indizes A gemischt, so ist F} = 0. Sind sie alle ungerade, aber von 
den drei Zahlen $(h, + h,) usw. zwei gerade, so ist F, = 0; sind die 
letzteren Zahlen alle ungerade, so ist F, = F, = 16, Fs =|Wg, — Yq. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 82 
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versuche starke Griinde fiir die erstere Anschauung. Wir 
wollen deshalb die Theorie der Röntgenstrahlinterferenzen 
auf diese Anschauung vom Bau der Mischkristalle ausdehnen. 
Die einzige dabei vorzunehmende Änderung liegt im Hinzu- 
treten gewisser einfacher Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen, 
Alles andere, und deswegen auch die Bezeichnungsweise 
früherer Veröffentlichungen +), läßt sich beibehalten. 

Die sehr wertvolle Vertiefung der Theorie nach der Seite 
der Dynamik, welche Ewald?) in seiner Münchener Habili- 
tationsschrift vorgenommen hat, lassen wir hier beiseite, 
Gerade wegen des Hinzutretens der Wahrscheinlichkeits- 


betrachtungen dürfte ihre Übertragung auf Mischkristalle 
keineswegs einfach sein. 


1. Der Mittelwert der Intensität. 


In einem Raumgitter ganz beliebiger Art, in welchem 
die Vektoren A), Ag, a3 die Kanten des Elementarparallel- 
epipeds darstellen, mögen außer den Ecken dieser Parallel- 
epipede noch die Stellen besetzt sein, zu welchen von jedem 
Eckpunkte die Vektoren 


“== + + 65/05 
= 6,” a, + Ög dg 


hinführen. In den Ecken liege entweder ein Atom, für das 
der Amplitudenfaktor gleich der komplexen Größe y ist, 
oder eins, für welche dieser Faktor y, oder y,...y, ist. 
Die Wahrscheinlichkeiten dieser verschiedenen Ereignisse nennen 
wir 


Pi» Por+++ Pp (Sp, = 1). 


Sind alle A gerade, von den Zahlen $(h,+ hs) usw. nur eine gerade, so 
ist wieder F,= 0; sind letztere alle gerade, so ist Fj = F,= 16, und je 
nachdem }(h, + ha + hs) gerade oder ungerade ist, F, = | 2yy + Voit |* 
oder = —Wq— Dies sind alle zahlentheoretisch mög- 
lichen Fälle. Da py: Wo: Wp, = 39:35:79, so sollte nach diesem Modell 
das vergeblich gesuchte Maximum 111 dieselbe Intensität haben, wie das 
aufgefundene 222. 

1) W. Friedrich, P. Knipping u. M. Laue, Ann. d. Phys. 41. 
p. 971. 1913. — M. Laue, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektr. 11. p. 308. 
1914; Enc. d. math. Wiss. V, Art. 24. 


2) P. P. Ewald, Ann. d. Phys. 54. 519 und 557. 1917. 
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Im Endpunkte jedes Vektors r’ soll dementsprechend liegen 
entweder ein Atom mit dem Faktor y,’ oder eins mit y,’ 
oder ya’ usw. Die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse 


seien Py’ Pe’ Pr’ (Sp,’ 1) 2 


Genau das Entsprechende soll auch für die Endpunkte der 
anderen Vektoren 1”, t’’... gelten. Wir dürfen ohne Ein- 
schränkung der Allgemeinheit die Zahl der zu berücksich- 
tigenden Fälle in allen diesen Aufzählungen gleich derselben 
Zahl n annehmen, da ja von den Wahrscheinlichkeiten 
Px, Pr»... auch eine Anzahl Null sein dürfen. Alle diese 
Wahrscheinlichkeiten sind nach unserer Annahme voneinander 
unabhängig in dem Sinne, daß die Besetzung irgend eines 
der genannten Punkte in keiner Weise durch die der benach- 
barten Punkte beeinflußt wird. Daß zwischen den Zahlen- 
systemen der p,, der p,’ usw. stets einfache, durch die che- 
mische Zusammensetzung der gemischten Bestandteile und das 
Mischungsverhältnis gegebene Beziehungen bestehen, hat damit 
nichts zu tun. 

Die Richtungskosinus der einfallenden Röntgenwelle gegen 
irgendein rechtwinkliges Achsenkreuz bezeichnen wir wie auch 
in früheren Veröffentlichungen mit ay, fy, yo, und fragen nach 
der resultierenden Schwingung in einem weit entfernten Punkte 
in der Richtung a, ß, y. Benutzen wir die Abkürzungen 


A, = h{a,,(@ — @) + ay (8 — + (7 — 


t= LER, 
(1) 


= + 4.97 - 
= 3,0) A, + A, + 4, 


so wird der Ausdruck dafür bis auf einen belanglosen Faktor: 


(la) se, + +.. .) Ay + ma Ay + m Az) 
Mg, Mz 
in der dreifachen Summe haben die ganzen Zahlen m,, m,, Mg 
alle Werte zwischen +M,, +M,, +M, zu durchlaufen. 
Die Yan, mq, mg, my mm, usw. haben natürlich jedes einen be- 
stimmten Wert, wie es gerade der vorliegenden Verteilung 
der Atome über die für sie in Betracht kommenden Stellen 
entspricht. Nur kennen wir ihn nicht, sondern können nur 
82* 
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für die jeden möglichen Wert geltende Wahrscheinlichkeit 
angeben, wie das oben geschehen ist. Es kann sich deshalb 
auch nicht um die Berechnung dieser Summe in einem ein- 
zelnen der sehr vielen möglichen Verteilungsfälle handeln, 
sondern nur um ihre mathematische Hoffnung. 

Zweekmäßiger aber ist es, noch bevor wir diese bilden 
zur Intensität überzugehen; für sie finden wir aus (1): 


2) Dan, m, D, Ne eilim, — 2) A; + (my — tie) Ag + (m — na) As] , 


wobei zur weiteren Abkürzung 

(8) Damm = Wany mgm, mem, 

gesetzt ist; der Strich über der Bezeichnung einer komplexen 
Größe soll immer bedeuten, daß ihr konjugierter Wert ge- 
meint ist. An dieser sechsfachen Summe wollen wir die Mittel- 
wertbildung durchführen. 

Wir sondern dazu aus ihr zunächst die 8x M, M, M, 
Glieder ab, für die gleichzeitig m, =n,, mz M = Ny 
ist. Bedeutet ze eine Summe, in der sie fehlen, so wird 
aus (2) mir 


(4) >>) + >> ei (my — Ay + Ae + (tg Ag] 
m m n 


Den Mittelwert J davon bilden wir so, daß wir für jeden ein- 
zelnen Summanden der beiden Summen die mathematische 
Hoffnung berechnen. Für irgendein Glied der ersten Summe 
ist die mathematische Hoffnung unabhängig von den Indizes 
M,, Mg, Mz gleich 


(5) 


Ähnlich hängt die mathematische Hoffnung bei einem Gliede 
der zweiten Summe, die den Wert 


m. H. (©, Dry ng) — m) Ar + (mg m) An + (m — As] 


hat, nur durch den Exponenten von e noch von den Indizes 
m und n ab. Wir haben die Indizes an ® und ® hier nur zu 
dem Zwecke noch beibehalten, um anzudeuten, daß sich die 
Faktoren Dy, mm und ©, n,n, nicht auf dieselbe Stelle im 
Gitter beziehen, d.h. daß bei ihnen nicht gleichzeitig m, =n, 
Ms = Ny, Mz = Nz sein darf. Da nun aber nach Voraussetzung 
die Besetzung des Elementarparallelepipeds, welches die In- 


d 
e 
e 
s 
| 


Röntgenstrahlinterferenz und Mischkristalle. 501 


dizes m,, Mg, My trägt, unabhängig ist von der im Parallel- 
epiped herrschenden Besetzung, so ist 


m. H. = m. H.(®,,m.n,) m. H. 


Da ferner wegen der Gleichwertigkeit der genannten Parallel- 
epipede 

m. H.(®,,n,n,) = m. H.(®,,...,) = m. H.(®), 
so ist 


m. H. (Damm Gi = | m. H. (D) |? 


Die mittlere Intensität wird also: 
J = 8M, M, M,{m. 
(6) + H. (®)|? = eil(m, — Ay + (Ma — ng) Ay + (ms — Mg) Az] , 


Um schließlich die Summe >>,’ auszuwerten, denken wir 


m 
sie uns zunächst durch Hinzufügen der Glieder, für die m, = n,, 
Mz = Ng ist, zur Summe >>, ergänzt, sodann aber 


m 


wieder den Gesamtbetrag der hinzugefügten Glieder, 
8 M, M,M;, 
davon abgezogen. Dann erhält man 
J = 8 M, M, M,{m. H.(|O|*) — |m. H.(®)|*} 


2 Sin’ M, A, | sin’ M, A, sin? Ms As 
+ |m. sin? +A, sin?}A, sin’}A, 


Hier ist nun nach (3) und (5) 
m. H.(®) = wy, + w, 
m. H. (||?) = Sip,\y,? + 
+ Pi + +... 
somit 
H.(|® |?) — |m. = 4[ Sp w,l? 


Statt (6) kénnen wir also schreiben: 


p- 4M, M, M, vw Pj Y; P+ 


sin’ M, A, sin’M, A, sin*M, A, 


(7) 
| + >37 y+ + ‘sin?! A, sin®14A, sin? 4A, 


] 
. 
m vt 
| 

| 

‘ 


M. v. Laue. 


2. Erörterung der Gleichung (7). 


Die drei Sinusquotienten des zweiten Gliedes zeigen an, 
daß die Interferenzmaxima sich nach Lage und Schärfe nicht 
von denen eines reinen Kristalls von gleichen Gitterkonstanten 
unterscheiden. Die Summe, welche in dem davor stehenden 
Strukturfaktor auftritt, berechnet sich, um uns kurz aus- 
zudrücken, nach der Mischungsregel. Daneben findet sich 
aber noch eine nach allen Richtungen zerstreute Strahlung 
ohne ähnliche scharfe Maxima, welche durch das erste Glied 
in der Formel (7) gegeben ist. Da diese Vektoren a,, a2, Qs, 
r’, vr”... in ihm nicht auftreten, hat die zerstreute Strah- 
lung mit dem Raumgitter nichts zu tun. Die durch die Mischung 
hervorgerufene Unregelmäßigkeit in der Besetzung des Gitters 
wirkt also ähnlich, wie nach Debye!) die Wärmebewegung 
der Atome. Wegen des Faktors M, M, M, ist die zerstreute 
Strahlung schwach gegen die Interferenzmaxima, welche zu 
(M, M, M;)? proportional sind. 

Diese letzte Aussage gilt allerdings nur fiir eine spektral 
homogene Strahlung aus einer punktförmigen Strahlungs- 
quelle. Sind diese Voraussetzungen nicht erfüllt, nimmt die 
Strahlung vielmehr einen Spektralbereich von k, bis k, mit 
der langsam veränderlichen Intensität F (k) ein, und erscheint 
die Strahlungsquelle vom Kristall aus unter dem Raum- 
winkel 2, so ist der Ausdruck (7) mit 

da, dB dk 

Yo 
zu multiplizieren und nach k von k, bis k,, nach ag und fy 
über den Winkel 2 zu integrieren. Am zweiten Summanden 
bewirkt diese Integration bekanntlich, daß die drei Sinus- 
brüche durch den Lorentzschen Intensitätsfaktor ?) 
M, MyM, 

(49,0) 
zu ersetzen sind, falls in der Richtung a, °f, y, auf die sich 
Intensität J bezieht, ein Interferenzmaximum liegt; d ist dabei 
der Abstand der spiegelnden Netzebenen, p die Ordnungszahl. 
Für andere Richtungen bleibt diese ,, Interferenzstrahlung auch 


1) P. Debye, Verh. d. D. Phys. Ges. 15. p. 678 u. 738. 1913. 
2) M. Laue, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektr. 11. p. 308. 1914. 
Formel (21a). 
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bei dieser Integration praktisch Null. Im ersten Summanden 
wird man wohl in allen in Betracht kommenden Fällen die 
Amplitudenfaktoren y bei der Integration nach ay und fy als 
unveränderlich betrachten dürfen. Also findet man dann für 
den Ort eines Maximums, welches den Wert kmax = 27 : Amax 
von k besitzt, 


82 M, M, M, 
Amax IS», y, + Spy + 


für andere Richtungen dagegen ist 


Hier ist sowohl die Höhe der Interferenzmaxima als die Größe 
der zerstreuten Strahlung zu M,M,M, proportional. Der 
Faktor d?: (a, a, a,), der sich bei den Maxima findet, ist von 
der Größenordnung der reziproken Gitterkonstanten. Im Aus- 
druck der zerstreuten Strahlung kann man zur Abschätzung 
der Größenordnung, wenn man unter ky einen zwischen ky 
und k, gelegenen Wert von k versteht, 


kı 

[row = 27 (FW - Z) 

ka 
setzen. Da die Wellenlängen 2 im kontinuierlichen Röntgen- 
spektrum zwar kleiner sind als die Gitterkonstanten der Kri- 
stalle, aber doch von derselben Größenordnung, so kommt 
es im wesentlichen auf die Größe von 2, die des Spektral- 
bereiches und der Differenzen y, — y„ (verglichen mit den 
y selbst) an, ob die zerstreute Strahlung neben den Inter- 
ferenzmaxima sichtbar ist. Da die y nach Bragg zu den 
Massen der betreffenden Atome proportional sind, so scheint 
ihr Nachweis nicht ausgeschlossen, namentlich wenn im Gitter 
des Mischkristalls die gleichen Stellen für Atome sehr ver- 
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schiedener Masse in Betracht kommen. Zwar zeigt schon der 
einheitliche Kristall infolge der Wärmebewegung eine zer- 
streute Strahlung; doch sollte diese beim Mischkristall erheb- 
lich stärker sein. - 

Diese zerstreute Strahlung offenbart den wesentlichen 
Unterschied, der — nach der hier zugrunde gelegten An- 
schauung — zwischen Mischkristallen und reinen Kristallen 
besteht. Beim reinen Kristall hat das Gitter eine Reihe von 
Deckoperationen, deren jede jedes Atom in ein ihm gleiches 
überführt; dazu gehören auch die drei Parallelverschiebungen 
M,, Ay, Ay, welche die dreifache Periodizität des Gitters be- 
dingen. Beim Mischkristall hat dasselbe Gitter, sofern man 
auf seine Besetzung mit Atomen achtet, überhaupt keine 
Deckoperation. Nur wenn man von dieser Besetzung absieht 
und rein geometrisch die in ihm besetzten Stellen betrachtet, 
kann man es durch gewisse Bewegungen und Spiegelungen 
in sich selbst überführen. Deswegen ist streng genommen 
auch keinerlei Periodizität mehr in ihm aufzufinden. Den- 
noch genügt die übriggebliebene, rein geometrische Perio- 
dizität noch, um dieselben Interferenzen hervorzurufen wie 
beim Gitter des reinen Kristall. Den Mangel an strenger 
‚Periodizität zeigt die zerstreute Strahlung der Formel (17). 

Bei makroskopischer Betrachtung verschwindet dieser 
Unterschied. Zwei einander entsprechende, verschieden ge- 
richtete Linien im Gitter sind zwar beim Mischkristall jede 
nach Zufall, also in ganz verschiedener Weise, mit Atomen 
besetzt, aber doch so, daß auf jede gegen den Atomabstand 
große Strecke bei beiden gleichviel Atome jeder Sorte kommen. 
Ihre Richtungen sind daher für die makroskopische Betrach- 
tung gleichwertig. Allein daraus folgt schon, daß die Ein- 
teilung in 32 Klassen trotz des genannten Unterschiedes auch 
für die Mischkristalle gilt. 

Zum einheitlichen Kristall können wir vom Mischkristall 
auf zwei Arten zurückgelangen. Erstens, indem wir 


Vi = = Yn 


setzen; zweitens, indem wir 
N [73 
=p, ...=1, 


Po = Po =... = Ps =--- = Po= Ps =...) 
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annehmen. Auf beide Arten verschwindet der erste Summand 
in (7) und der Strukturfaktor erhält den richtigen Wert 
wt +.../?. 
3. Beispiele. 

Sind z. B. N, Grammatome des Elements A in einem 
Kristall mit flächenzentriertem Gitter gemischt mit N, Gramm- 
atomen des Elements B (wie bei einem Mischkristall aus Gold 
und Silber), so haben wir in jedem Flementarparallelepiped 
die Ecken und die Punkte besetzt, zu denen von den Ecken 
aus die Vektoren 


+0), =} (a, + a9) 


hinführen. Die Wahrscheinlichkeit, daß sich an einem dieser 
Plätze ein Atom A befindet, ist 


m N _ 4 
die Wahrscheinlichkeit eines Atoms B dagegen beträgt 


Pı =P = Pı 


, N; 


Für das Maximum h,, h,, h, wird dann der Strukturfaktor 
[vgl. (1) und (7)] 


N, y, +N, w,|?|1 + eft (iat hs) Leirhth) 4 (at ha) |2, 
(N, + 


Er zeigt die Eigentümlichkeit des flichenzentrierten Gitters, 
alle Maxima mit gemischten, d. h. teils geraden, teils un- 
geraden Indizes auszulöschen, in unvermindertem Maße, und 
zwar deswegen, weil für alle besetzten Stellen im Raumgitter 
die Wahrscheinlichkeiten eines Atoms 4 und eines Atoms B 
die gleichen sind. Die Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen dieses 
Aufsatzes können daher keinen Unterschied zwischen diesen 
verschiedenen Stellen schaffen. 

Auch bei dem von Vegard und Schjelderup unter- 
suchten Misehkristall aus KC] und KBr haben wir flächen- 
zentrierte Gitter; es sind aber zwei, die gegeneinander um 
die Streeke (a5 + a,-+ a,) verschoben sind. Das eine ist 
ganz von Kalium-, das andere nach Zufall von Chlor- und 
Bromatomen besetzt. Die beiden Wahrscheinlichkeiten dafür 
bezeichnen wir wieder mit N,:(N, + X,) und N,: (N, + N3)- 
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Der Strukturfaktor wird dann 


N, Vo + Na pith + he + (Ihe + ha) 
Ite 
+ N, | 


| 


+ + eit + hg) 


Auch hier fehlen die Maxima mit gemischten Indizes. Wie 
bei dem ersten Beispiel liegt dies daran, daß in dem flächen- 
zentrierten Raumgitter der Cl- und Br-Atome an allen Stellen 
die Wahrscheinlichkeiten für ein Cl- und ein Br-Atom die 
gleichen sind. Aber während bei reinem KCl der erste Teil 
dieses Faktors wegen der annihernden Gleichheit von yx 
und yq auch noch die Maxima mit drei ungeraden Indizes 
so gut wie vollständig zum Verlöschen bringt, müssen diese 
beim Mischkristall um so stärker wieder hervortreten, je mehr 
KBr er enthält. 


(Eingegangen 11. Mai 1918.) 
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2. Uber die Entstehung der Kathodenstrahlen; 
von Edgar Meyer und Hermann Schüler. 


8 1. Einleitung. — Bringt man in den Crookesschen 
Dunkelraum einer Entladungsröhre einen für Kathodenstrahlen 
undurchlässigen Körper, so wirft dieser einen etwas vergrößerten 
Schatten sowohl nach der Kathode hin als auch in entgegen- 
gesetzter Richtung. Der erste Schatten dokumentiert sich 
durch eine dunkle Stelle in der ersten Kathodenschicht, der 
zweite kann durch einen fluoreszierenden Schirm nachgewiesen 
werden. Derartige Experimente wurden von Schuster’), Vil- 
lard’) und Wehnelt?) angestellt. Der wichtige Schluß, den 
diese Autoren sowie Stark) aus solchen Versuchen zogen, ist 
folgender: Da die Kathodenstrahlen von der Kathode aus- 
gehen, so kann der Schatten auf der Kathode nicht durch 
Kathodenstrahlen erzeugt sein, er wird vielmehr aller Wahr- 
scheinlichkeit nach durch die sich auf die Kathode hinbe- 
wegenden Kanalstrahlen hervorgerufen. Da ferner der Schatten 
auf dem Fluoreszenzschirm ebenso breit ist wie der auf der 
Kathode (vgl. Fig. 5 bei Wehnelt 1. c.), so folgt auch, daß 
nur dort, wo die Kathode von Kanalstrahlen getroffen wird, 
Kathodenstrahlen ausgelöst werden. 

Hiernach wird der Schatten durch zwei Ursachen be- 
dingt: erstens durch die abgeschirmten Kanalstrahlen und 
zweitens durch die an der beschatteten Stelle der Kathode 
nicht erzeugten Kathodenstrahlen. Die Richtigkeit dieser Auf- 
fassung kann man sehr instruktiv durch einen einfachen Ver- 
such im magnetischen Felde erweisen. Läßt man nämlich bei 
einem solchen Experiment, wie es z. B. Wehnelt (1. c.) an- 


1) A. Schuster, Bakerian Lecture: „The Discharge of Electrieity 
through Gases“. Proc. Roy. Sog. London 47. p. 526. 1890; vgl. p. 557. 

2) P. Villard, Journ. de Phys. (3) 8. p. 5. 1899. 

3) A. Wehnelt, Wied. Ann. 67. p. 421. 1899. 

4) J. Stark, Ann. d. Phys. 7. p. 434. 1902. 
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gestellt hat, auf die Entladung gleichzeitig noch ein homogenes 
Magnetfeld einwirken, dessen Richtung senkrecht steht auf der 
Richtung des elektrischen Feldes vor der Kathode, so sollte 
der durch die Kanalstrahlen erzeugte Schatten und der durch 
die nicht ausgesandten Kathodenstrahlen’ bewirkte Schatten 
getrennt voneinander erscheinen, da das magnetische Feld die 
Kanalstrahlen im Vergleich zu den Kathodenstrahlen nur sehr 
wenig von ihrer geraden Bahn ablenkt. 

Die im Magnetfelde zu erwartende Erscheinung ist in 
Fig. 1 schematisch dargestellt. K sei die Kathode, D ein 
schattenwerfender Draht. / stellt 
dann den durch die Kanalstrahlen 
erzeugten, verbreiterten Schatten 
dar, der durch das Magnetield 
unwesentlich beeinflußt ist. Von 
der ganzen Kathodenoberfläche, 
mit Ausnahme der Stelle J, gehen 
nun Kathodenstrahlen aus, die im 
Magnetfelde nach rechts abge- 
lenkt sein sollen. Diese erzeugen 
den Schatten //, der an J auf der 
Kathode ansetzt, weil dort keine 
Kathodenstrahlen emittiert wer- 
den. Ferner werden durch D die 
von der linken Seite der Kathode 

Fi ausgesandten Kathodenstrahlen 
g. 1. 
abgeschirmt und erzeugen den 
Schatten J/Z. Auf einem Fluoreszenzschirm $ sollten daher 
zwei Schatten a und 5 erscheinen, von denen a breit, 5 aber 
schmal ist. Durch das Magnetfeld werden daher sozusagen die 
Wirkungen der Kanal- und Kathodenstrahlen getrennt. 

Der angestellte Versuch zeigte qualitativ das erwartete 
Resultat. Wie im folgenden ausgeführt wird, ergaben die ge- 
messenen Ablenkungen ö und 4 der Schatten 5 resp. a auch 
eine quantitative Bestätigung der Theorie. 

$ 2. Versuchsanordnung. — Die Versuche wurden in drei 
Glasröhren verschiedener Dimensionen ausgeführt. Die end- 
gültige Form des Entladungsgefäßes ist in Fig. 2 dargestellt. 
Das Rohr hatte eine Länge von 28 cm und eine lichte Weite 
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von ungefähr 8 cm. Die Kathode K war aus Aluminium ge- 
fertigt und hatte einen Durchmesser von 6 cm; bei diesen Ab- 
messungen erhielt man eine genügend große Ansatzfläche für 
die Emission der Kathodenstrahlen. D, der schattenwerfende 
Körper, bestand aus einem 1 mm dicken Messingdraht, der, 


zur Pumpe 
N | 


Fig. 2. 


wie die Figur zeigt, abgebogen war; hierdurch wurde erreicht, 
daß durch Drehen des seitlichen Schliffes der Abstand des 
Drahtes von der Kathode veränderlich war. $ ist der Fluores- 
zenzschirm. Er wurde hergestellt, indem man auf ein recht- 
eckiges Messingstück, 1,5 cm x 4,5 cm, das in der Gebläse- 
flamme auf schwache Rotglut erhitzt war, eine dünne Schicht 
weißen Siegellacks auftrug. Der dabei sofort veraschende Wei-- 
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Siegellack fiuoreszierte lebhaft grün. Ein auf diese Methode her- 
gestellter Fluoreszenzschirm bietet den Vorteil, daß man erstens 
schöne gleichmäßig leuchtende Flächen erhalten kann, daß zwei- 
tens ein solcher Schirm sehr haltbar ist und nicht durch die 
Wirkung der Kathodenstrahlen zerstört wird, und daß er drittens 
im Vakuum nur wenig Gas abgibt. Zur bequemeren Beob- 
achtung war $ etwas nach vorn aufwärts geneigt und wurde 
von einer Messingstange gehalten, die in den oberen großen 
Schliff eingekittet war; hierdurch konnte der Abstand von § 
bis X leicht reguliert werden. In den Schirm $ war auf der 
Teilmaschine eine Millimeterskala eingeritzt worden, um die 
Ablenkungen der Schatten messend verfolgen zu können. Diese 
Skala war in dem fluoreszierenden Schirm sehr gut ablesbar. 
A ist ein Aluminiumdraht, der als Anode diente Zu den 
Kittungen war weißer Siegellack verwandt. 

Die Röhre wurde mit einer Hochspannungsbatterie nach 
Greinacher!), die bis 6000 Volt Gleichstromspannung lieferte, 
betrieben. Zwischen Batterie und Entladungsrohr lag noch ein 
regulierbarer Amylalkoholwiderstand. Die Entladungspotentiale 
variierten zwischen 1320 und 3125 Volt, sie wurden mit einem 
Braunschen Elektrometer gemessen. Die Greinachersche 
Batterie bewährte sich ausgezeichnet, sie ist sehr bequem in der 
Handhabung und kann für Untersuchungen über Gasentladungen 
warm empfohlen werden. Der positive Pol der Batterie, die Anode, 
der Schirm und der Schattenkörper D waren stets geerdet. 

Die geometrischen Verhältnisse des Entladungsrohres, die 
für die quantitativen Versuche von Wichtigkeit sind, wurden ver- 
mittels eines Kathetometers ausgemessen. Es wurde gefunden: 


Abstand Kathode bis Mitte des Schatten- 


körpers . Y, = 40,2 mm 
Abstand Kathode bis Skalenteil 25,5 auf 
dem Schirm . . . @ HA 


(Der Skalenteil 25,5 liegt auf der Senk- 
rechten, die auf der Kathodenoberfläche er- 
richtet wird und durch die Mitte von D geht.) 
Abstand Kathode bis Skalenteil 0,0 auf 


1) H. Greinacher, Physik. Zeitschr. 17. p. 343. 1916. 
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Diese Verhältnisse sind in Fig. 3 dargestellt, die Zeich- 
nungsebene ist hier senkrecht zu der in Fig. 2. 


Das Entladungsrohr wurde mit einer Gaedepumpe evakuiert, 
ein Mc Leod Manometer gestattete die Drucke zu messen, die 
etwa zwischen 0,02 und 0,03 mm Hg betrugen. 

Die Magnetfelder wurden 
durch zwei mehrlagige Strom- 9c 09 
spulen M, und M, (Fig. 2) von gat. 
145 cm Länge und 9,5 cm 
äußerem Durchmesser erzeugt, 
deren Stirnflächen einen Ab- ge? 
stand von 8,2cm hatten. Die ge- 
meinsame Achse beider Spulen ya-'52.3 
war parallel D und ging etwa 


durch die Mitte des Abstandes 
Kathode—Schirm. Die Magnet- 
felder im Raume zwischen den ; NO 
Spulen wurden auf folgende - 


Weise gemessen: In die Mitte 

zwischen beide Spulen wurde 

koaxial eine einlagige Stromspule 

gesetzt, deren Feld im Innern Fig. 3. 

berechenbar war. Durch diese 

Eichspule ließ sich das Feld von M, und M, kompensieren,. 
was man durch eine in das Innere der Eichspule gebrachte- 
Bussole erkannte. Die Horizontalkomponente des Erdfeldes 
wurde mit berücksichtigt. Die Magnetfelder waren exakt pro- 
portional den Stromstärken, die an einem guten Milliampére- 
meter von Siemens & Halske abgelesen wurden. Die mittlere 
Abweichung der einzelnen Feldmessungen voneinander betrug 
etwa 1 Proz., die Homogenität des Feldes in vertikaler Rich- 
tung, soweit sie für die Ablenkung der Kathodenstrahlen in. 
Betracht kam, war bis auf weniger als 10 Proz. gewahrt. 
Diese Homogenität genügte, da bei den quantitativen Mes- 
sungen andere Fehlerquellen eingehen, welche die Genauigkeit. 
der Resultate mehr beeinträchtigen. 


Als Gasfüllung diente bei den Versuchen immer atmo-- 
sphärische, mit P,O, getrocknete Luft. * 
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§ 3. Qualitative Beobachtungen. — Um nun die gesuchte 
Erscheinung beobachten zu können, mußte der Druck des Gases 
im Entladungsrohr passend so reguliert werden, daß der Fluores- 
zenzschirm etwas außerhalb des Crookesschen Dunkelraumes, 
in dem negativen Glimmlichte lag. War nur der Druck ge. 
nügend klein, so war diese Bedingung in einem ziemlich großen 
Druckintervall immer erreicht, da der Ansatz des negativen 
Glimmlichtes an der Stelle des Schirmes etwas heruntergezogen 
war, wie es in Fig. 4 angedeutet ist. Das ist für das folgende 


Glimmlicht 


u. diffuser 


| | Scharfer 
Schatten 


<—D 


von Bedeutung, da man deswegen fiir die Linge des Dunkel- 
raumes der in Betracht kommenden Entladungserscheinung 
immer angenähert den Abstand Kathode— Schirm einsetzen 
darf. Wichtig für später ist noch, daß bei der Entladung stets 
anomales Kathodengefälle vorhanden war. 


Ohne Magnetfeld zeigte sich nun über dem Schatten- 
körper D ein etwa 1,2 cm breiter, diffuser Schatten"), und in 
der Mitte desselben ein scharf begrenzter, dunklerer Schatten, 
dessen Breite (etwa 1 mm) der Dicke des: schattenwerfenden 
Drahtes D gut entsprach. Auf der Kathode erscheint in der 
ersten Kathodenschicht ein Schatten, welcher etwa ebenso breit 
ist, wie der diffuse Schatten auf dem Schirm. 


Fig. 5 ist eine photographische Aufnahme des Schirmes, 
bei der beide Schatten gut zu erkennen sind. Gleichzeitig ist 
auch auf dem Bilde der Draht D zu sehen. Die Achse des 


1) Die Breite des Schattens hängt ab vom Druck und dem Ent- 
ladungspotential, und zwar nimmt sie zu mit abnehmendem Druck und 
Erhöhung des Potentials. 
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photographischen Apparates bildete bei der Aufnahme einen 
Winkel von etwa 60° mit der vertikalen Achse des Ent- 
ladungsrohres. 

Diese Erscheinung ist ganz ähnlich so, wie sie von Schuster, 
Villard und Wehnelt (l. c.) beschrieben wurde, nur mit dem 
Unterschiede, daß hier auch der scharfe Schatten von der 
Breite von D zu sehen ist. 


Die Erklärung der Erscheinung ergibt sich ohne weiteres 
aus dem in § 1 Gesagten. Der Draht D schirmt von der 
Kathode die Kanalstrahlen ab, so daß von dieser Stelle keine 
Kathodenstrahlen mehr ausgehen. Der diffuse Schatten ent- 
spricht diesen nicht ausgesandten Kathodenstrahlen. Aber 
diese Abschirmung der Kanalstrahlen von der Kathode ist in 
unserem Falle keine absolute. Dieses ist schon aus einem 
Versuche von Wehnelt (l. c. p. 424) zu folgern, bei dem ver- 
möge Oxydation durch die Wirkung der Kanalstrahlen ein 
bleibendes Bild des Schattens auf einer polierten Kupferkathode 
erzeugt wurde. Das Bild zeigte etwas unscharfe Ränder, woraus 
hervorgeht, daß nahe dem Rande innerhalb des Schattens die 
Kathode noch von wenigen Kanalstrahlen getroffen wird. Auch 
auf unserer Kathode bildete sich ein solches Oxydationsbild’), 
ähnlich wie es Wehnelt beschrieben hat, nur daß die Kon- 
turen viel diffuser waren. Es ist deshalb äußerst wahrschein- 
lich, daß bei unserer Anordnung die Schattenstelle auf der 
Kathode, die im Vergleich zu der bei Wehnelt verhältnis- 
mäßig schmal ist, noch von wenigen Kanalstrahlen getroffen 
wird, also auch noch Kathodenstrahlen in geringem Betrage 
aussendet. Diese Kathodenstrahlen erzeugen dann nach unserer 
Auffassung den scharfen, dunkleren Schatten auf dem Fluores- 
zenzschirm. Ein Beweis für diese Anschauung kann auch 
darin ‘gefunden werden, daß der scharfe Schatten nur bei 
geeignet gewähltem, genügend großem Abstande des Drahtes D 
von der Kathode erscheint; ist dieser Abstand zu klein, wo- 
durch die Schirmwirkung des Drahtes besser wird, so entsteht 


1) Die Oxydation von Aluminium unter dem Einflusse von Kanal- 
strahlen in Sauerstoff ist von G. C. Schmidt (Ann. d. Phys. 9. p. 709. 
1902) nachgewiesen. Da unser Gasinhalt aus atmosphärischer Luft be- - 
steht, ist auch bei unserem Versuch Sauerstoff vorhanden. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 33 
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der scharfe Schatten nicht mehr.) Daß Wehnelt?) bei seinem 
Versuche nicht gleichzeitig den Kathoden- und Kanalstrahl. 
schatten beobachtete, liegt daran, daß bei ihm das Verhältnis 
Abstand Schirm — Kathode zu Abstand Draht— Kathode etwa 
3,4, bei unserer Anordnung aber (für den Skalenteil 25,5) 
etwa 1,2 betrug. 

Wird nun das Magnetfeld eingeschaltet, so zeigt sich 
folgendes: Beide Schatten werden abgelenkt, aber der diffuse 
stärker als der scharfe, so daß bei allmählich wachsenden 
Magnetfeldern beide Schatten getrennt auf dem Fluoreszenz- 
schirme entstehen. Die Deutung hiervon ist am Ende von § 1 
gegeben. Fig. 6 gibt eine photographische Aufnahme bei ein- 
geschaltetem Magnetfeld. 


| <— Scharfer „ 


$ 4. Berechnung der relativen Beobachtungen. — Durch 
quantitative Messungen haben wir die dargelegte Theorie der 
Erscheinung in doppelter Weise zu prüfen versucht: einmal 
durch Bestimmung des Verhältnisses 4/d, wobei 4 die Ab- 
lenkung des diffusen Schattens, J die Ablenkung des scharfen 
Schattens von der Nullage bei demselben Magnetfeld bedeutet, 
dann auch durch Vergleich der absoluten Werte von 4 und d 


1) Hiermit ist auch in Einklang, was W. Westphal (Verh. d. D. 
Phys. Ges. 12. p. 280. 1910) anläßlich seiner Sondenmessungen im Ka- 
thodendunkelraum sagt: „Wenn diese (die Sonde) nämlich zu dicht an 
die Elektrode kommt, so schirmt sie die hinter ihr liegende Stelle gegen 
die Kanalstrahlen ab, es werden hier keine Elektronen erzeugt, und die 
Umgebung der Sonde bekommt ein höheres Potential, als es ihr bei un- 
gestörter Entladung zukäme. Bei größerer Entfernung ist die Entladung 
hinreichend diffus, um einen solchen Effekt nicht aufkommen zu lassen.“ 
2) A. Wehnelt, Wied. Ann. 67. p. 425. 1899. 
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mit den sich aus der Theorie ergebenden Werten, falls das 
Magnetfeld 9 und das elektrische Feld € vor der Kathode 
bekannt ist. Hier soll zunächst die Rechnung für die erste 
Methode besprochen werden. 

Um das Verhältnis 4/ö berechnen zu können, muß man 
wissen, welches die Bahn der Kathodenstrahlen im Dunkel- 
raum ist, falls noch ein homogenes Magnetfeld 5 senkrecht 
zu dem elektrischen Feld € vor der Kathode vorhanden ist. 
Diese Bahn hängt aber ersichtlich von der Art der elektrischen 
Feldverteilung vor der Kathode ab. Würde € konstant sein, 
so hätte man als Bahn eine gewöhnliche Cykloide, deren Achse 
senkrecht steht zu den magnetischen und zu den elektrischen 
Kraftlinien‘), wäre aber das ganze Kathodengefälle als Ka- 
thodensprung unmittelbar an der Kathode vorhanden, so 
würden die Kathodenstrahlen Kreisbahnen durchlaufen. In 
Wirklichkeit nimmt € ab mit dem Abstande von der Kathode), 
die tatsächlichen Ablenkungen sollten sich also zwischen den 
aus den Kreisbahnen und den aus den Cykloidenbahnen be- 
rechneten ergeben.?) Dabei ist allerdings vorausgesetzt, daß 
im Magnetfeld die elektrischen Äquipotentialflächen nicht mit- 
gebogen werden. Hierüber und über andere Störungen vergl. 
später $ 10 und $ 12. 

1. Unter der Annahme, daß die Bahnen der Kathoden- 
strahlen Kreise sind, berechnet sich (A/ö), auf folgende Weise 
(vgl. Fig. 7). Die Mitte c des Kanalstrahlenschattens auf der 
Kathode liegt im Fußpunkt der Senkrechten, die auf X er- 
richtet, durch D geht. Die Mitte des diffusen Schattens auf 
dem Schirm § sei a. Nach der Voraussetzung (Kreisbahnen) 
liegt dann c und a auf einem Kreise, dessen Ebene senkrecht § 
und dessen Mittelpunkt in die Ebene der Kathode fällt. Die 
letzte Bedingung ergibt sich daraus, daß die Kathodenstrahlen 
von der Kathode senkrecht ausgehen. Die Mitte 5 des scharfen 
Schattens muß dann, falls unsere Auffassung seiner Entstehung 
richtig ist, auf einem Kreise von demselben Radius liegen, 
dessen Ebene mit der ersten Kreisebene zusammenfällt, der 


1) E. Riecke, Ann. d. Phys. 4. p. 386. 1901. 

2) A. Wehnelt, Ann. d. Phys. 10. p. 547. 1903. 

8) W. Westphal, Ann. d. Phys. 27. p. 583. 1908. 
33* 
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durch die Mitte von D geht und dessen Mittelpunkt auch 
wieder in der Kathodenebene liegt. 


Fig. 7. 


Nach den Methoden der analytischen Geometrie ergibt 
sich dann leicht: 


(1) Ve —2y,rC—y,’? 
yı+c? 


- — ye? — Yo yt? 
yi+c 
Hierin ist: r = Radius der Kreisbahnen, 


C=tga = — 


25,5 25,5 y 


= Richtungstangente des Schirmes $, bezogen auf die Ebene 
der Kathode, y,; y'; y) haben die Bedeutung, wie sie sich 
aus Fig. 3 ergibt. 

Das gesuchte Verhiltnis ist = fir Kreisbahnen: 


AY 
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| 

K 
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Hierbei kommen nur die unteren Vorzeichen in Betracht, 
da wir es nur mit dem ersten Schnittpunkt von Kreis und 
Schirm zu tun haben. 


Die numerische Rechnung ergibt unter Annahme belie- 
biger r die Werte der Tab. I. 


Tabelle I. 


r 


800 mm 
400 ,, | 
200 ,, | 
100 „ | 
80 ,, | 
70 ” 


2. Unter der Annahme, daß die Bahnen der Kathoden- 
strahlen Cykloiden sind, ist die Methode der Berechnung von 
4c und dg dieselbe, nur werden die Rechnungen etwas un- 
bequemer, da transzendente Gleichungen vorkommen, die 
teils durch Näherung, teils durch graphische Methode ge- 
löst wurden. 


In Fig. 7 mögen jetzt die Bögen ca resp. ed Cykloiden 
darstellen; ca werde der Kürze halber die unverschobene, 
eb die verschobene Cykloide genannnt. Beide Cykloiden haben 
denselben Radius o des Rollkreises, da sie durch gleiches € 
und § erzeugt werden, ihre gemeinsame Ebene muß wieder 
senkrecht € und § liegen und ihre Rollgeraden müssen mit 
der Kathodenebene zusammenfallen, um der Bedingung zu 
genügen, daß in den Punkten e und e die Kathodenstrahlen 
die Kathode senkrecht verlassen. 


Die analytische Geometrie ergibt dann für die unver- 
schobene Cykloide: 


Yo 
4) 1— cost, — C(t, — sind) 


wobei ¢, den Wälzungswinkel für den Schnittpunkt der Cykloide 
mit dem Schirm darstellt. Die Bedeutung der anderen Größen 
ist dieselbe wie früher. Gleichung (4) wird benutzt, um bei 


| | 

A 

; | | | (3), 

145mm 0,41 mm 3,54 

6,10 „ 1,78 „ 8,58 | 

187 „ 564 ,, | 8,82 

| 
3 | 
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beliebiger Annahme von o die ¢, zu berechnen. Ist ¢, bekannt, 
so ergibt sich: 


— sinz)y1 + 0? 
©) 
Bei der Berechnung von J, wurde folgendermaßen vor- 
gegangen. Das Stück ce=d, um das die unverschobene 
Cykloide nach links verschoben werden muß, damit sie durch 
die Mitte von D geht, also die verschobene Cykloide wird, 
ergibt sich leicht zu: 
— ein 
(6) 
wo ¢, den Wälzungswinkel für den Punkt D bedeutet. Aus 
der Bedingung 


Yo = (1 — cosh), 
die fiir die verschobene Cykloide gelten muB, ist aber ¢, be- 
kannt, da für 9 derselbe Wert wie bei Gleichung (4) einzu- 
setzen ist. Damit ist dann auch d nach Gleichung (6) bekannt. 

Bezieht man sich auf das Koordinatensystem, das in 

Fig. 7 angedeutet ist, so hat man als Gleichung der ver- 
schobenen Cykloide: 

x = o(t — sint) — d 

y=o(l— cost), 
als Gleichung des Schirmes S: 


+20. 

Der Schnittpunkt der verschobenen Cykloide mit dem 
Schirm, und damit die 5, wurden dann der Einfachheit halber 
graphisch bestimmt. 

Unter Annahme beliebiger o ergeben sich die Werte der 
Tab. Il. Die Werte von (4/d)c sind etwa genau auf zwei 
Einheiten der zweiten Dezimalen. 


Tabelle II. 

| | | 
4 Cc | Cc | F} 
78,14 mm | 22,71 mm | 5,20 mm | 4,87 
162,0 ,, | 14,06 ,, 818, | 448 
340,9 |, | 918 |, 206, | 4,46 
1384 | 6,00 134, | 448 
13 „|. 47, 1,06 „ | 4,50 
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§ 5. Relative Messungen. — Diese wurden in der Art 
angestellt, daB bei eingeschaltetem Magnetfeld méglichst rasch 
4 und 6 abgelesen wurden. Wenn auch der diffuse Schatten 
recht breit war, so lieB sich doch ziemlich einwandfrei die 
Lage seiner Mitte auf der Skala des Fluoreszenzschirmes be- 
stimmen, wie die unabhängigen und gut übereinstimmenden 
Messungen beider Beobachter ergaben. Als’ Beispiel ist in 
Tab. III eine Meßreihe nach dem Beobachtungsjournal wieder- 
gegeben. Es bedeutet: ¢ den Magnetisierungsstrom, § das daraus 
nach der Eichung sich ergebende Magnetfeld, 7 das Ent- 
ladungspotential. 


Tabelle III. 
Datum 23. 8. 1917. 
Nullpunkt des scharfen Schattens . 
„ diffusen 


| ö 
Ampere | | Gauss | Volt | mm 


0,500 | . | 1750 
0,700 1900 
0,400 2000 
0,200 | | 2000 
0,900 | | 2000 
0,300 | 2100 
0,950 | \ 2600 
0,600 | | 2200 
0,400 | ' 2200 
0,300 | 0 | 2300 
0,600 2300 
1,150 | 2300 
0,250 | 2350 
0,330 | 5,48 | 2425 


- 


to won 


- 


Um den Vergleich der (A/ö)ueon. mit den berechneten 
Werten auszuführen, sind die sämtlichen 64 beobachteten 
Werte so gemittelt worden, daß immer diejenigen Versuche 
zusammengefaßt sind, deren A innerhalb gewisser Bereiche 
liegen. Tab. IV gibt diese Mittel aller relativen Beobachtungen. 

Uber die Genauigkeit der beobachteten 4/d-Werte ist zu 
sagen, daß ihre mittlere Abweichung vom Mittelwert 4/ö etwa 
10 Proz. beträgt. Für die kleinen A-Werte sind diese Ab- 
weichungen etwas größer, für die größeren etwas kleiner. Hin- 
zuweisen ist auch noch darauf, daß die Nullagen des scharfen 


A 
| 
: 
mm mm | mm 
| 105 | 500 | 98 | 69 _ 
15 4,11 13,5 9,5 
85 | 4,72 12 | 82 
| 5,5 4,23 3,4 2,6 : 
145 414 | 17,6 | 12,6 : 
| 65 | -548 | 52 | 38 a 
| 185 | 466 | 15,8 | 11,8 i. 
| 10,5 1,5 
| | 7,5 | 4,69 6,8 | 5,0 
| | 57 | 570 50 | 87 
| 110 | 4,78 | 102 | 78 
| | 170 | 447 | 22 | 16,8 
3,0 
65 | 5,91 | 58 | 3,9 
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Tabelle IV. 


Anzahl der | 
Bereiche der 4 _| Beobachtungen 5 


0,99 mm a 5,29 
1 39 4,88 

1 "84 4,58 

| 2,41 4,57 
| 3,09 | 4,10 

14,0—15,9 | 14,7 3,43 | 4,29 
16.0—17,9 | | | 8,97 4,28 
18 0—19, | 4 ‚0 | 4,68 


und diffusen Schattens (vgl. Tab. III) nicht identisch sind und 
beträchtlich von dem Wert 25,5, den sie eigentlich nach den 
rein geometrischen Verhältnissen haben sollten (vgl. Fig. 3), 
abweichen. Auf diesen Punkt wird noch später in § 10 ein- 
gegangen werden. 


100-119 N 
12.0—139 | 


Fig. 8. 


§ 6. Vergleich der relativen Beobachtungen mit den Be- 
rechnungen. — In Fig. 8 ist das Ergebnis der Tab. IV gra- 
phisch dargestellt und der Vergleich mit den Rechnungen des 
§ 4 durchgeführt, indem sowohl für die Beobachtungen (0) als 
auch unter der Annahme von Kreis- und Cykloidenbahnen 4/ö 
als Funktion von 4 eingezeichnet ist. 

Wie man sieht, gruppieren sich die beobachteten Werte 
von 4/5 ziemlich gut innerhalb ihrer Genauigkeitsgrenze um 
die Kurve, welche sich bei Annahme von Cykloidenbahnen 


N 
€ 
I 
| 
f 
- 
| 
6,0 | +— 
| | | | } 
as 
| | ® | | | | | ) | | 
| | T T | | | 
| | | | © ) | 
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| | | © | 
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ergibt. Diese Annahme kommt wohl auch nach dem, was 
man über den Potentialverlauf im Crookesschen Dunkelraum 
weiß!), der Wirklichkeit näher als die Voraussetzung, daß das 
ganze Kathodengefälle als Kathodensprung direkt an der 
Kathode vorhanden sei, was zu Kreisbahnen führt. Die Ver- 
suche ergeben also ein Resultat, das mit der angezogenen 
Theorie der Erscheinung nicht in Widerspruch steht. 

Vielleicht zeigen jedoch die beobachteten Werte von 4/5 
in Fig. 8 einen systematischen Gang, wenn man beachtet, daß 
der letzte Wert 4/d = 4,63 bei 4 = 18,5 nur einer Ablesung 
entspricht, und zwar nimmt scheinbar 4/5 mit wachsendem 4 
ab. Dieser Gang könnte aber eventuell auch durch die ge- 
ringere Genauigkeit der A/ö-Werte bei kleinen 4 bedingt sein. 
Von vornherein wäre zu erwarten gewesen, daß im Gegenteil 
bei kleineren 4, die im allgemeinen auch kleineren § ent- 
sprechen, die wirklichen Bahnen sich mehr den Kreisbahnen 
nähern als bei großen A. Denn Stark?) hat für eine der 
unsrigen ähnlichen Anordnung der Kathode gezeigt, daß der 
anomale Kathodenfall in langsam wachsenden Magnetfeldern 
abnimmt, womit dann auch nach Westphal?) der Kathoden- 
sprung geringer wird, also nur noch ein kleinerer Bruchteil des 
gesamten von den Kathodenstrahlen durchlaufenen Potential- 
gefälles unmittelbar an der Kathode liegt. Aus diesem Grunde 
müßte man also mit größeren 4 mehr cykloidenähnliche Bahnen 
erhalten. Doch es kann sein, daß die Versuchsgenauigkeit 
nicht groß genug ist, um diesen Effekt zu erkennen. Andere 
Fehlerquellen, welche auch eventuell diese Erscheinung über- 
decken und die Werte A/ö zu hoch erscheinen lassen können, 
werden später in § 10 diskutiert. 

Zu bemerken ist noch, daß die Prüfung der Theorie durch 
derartige relative Messungen den Vorteil besitzt, daß das Mag- 
netfeld und das elektrische Feld vor der Kathode nicht bekannt 
zu sein braucht. 


$ 7. Absolute Messungen. — Kine größere Anzahl von 
Messungen (33) war so angestellt worden, daß gleichzeitig mit 


1) A. Wehnelt, Ann. d. Phys. 10. p. 545. 1903. 
2) J. Stark, Ann. d. Phys. 12. p. 31. 1903. 
3) W. Westphal, Verh. d. D. Phys. Ges. 14. p. 244. 1912. 
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A und Ö auch i resp. § und 7 abgelesen wurde. Tab. III ist 
ein Beispiel einer solchen Reihe. Da zur Messung der 4 und ö 
das Auge sich etwas an Dunkelheit adaptiert haben mußte, 
konnte V erst nach den Ablenkungen der Schatten bestimmt 
werden. Das hatte den Nachteil, daß die V etwas zu klein 
beobachtet wurden, da während der Versuche das Entladungs- 
potential abfiel. Es wurde darauf geachtet, die Ablesung von 
V möglichst schnell hinter der Bestimmung von 4 und Ö aus- 
zuführen, um diesen Fehler zu verkleinern. Unter gewissen 
Annahmen läßt sich dann aus solchen Versuchen nach der 
Theorie der absolute Wert von A oder ö berechnen. 

§ 8. Absolute Berechnung von 4. Hat man ein homogenes 
elektrisches Feld von der Intensität € und ein gleichzeitig 
vorhandenes, dazu senkrechtes magnetisches Feld von der 
Stärke 5, so durchlaufen die Kathodenstrahlen, falls sie keine 
Anfangsgeschwindigkeit besitzen, eine Cykloidenbahn, wobei 
der Radius des sie erzeugenden Kreises gegeben ist durch): 


(7) 


Nimmt man also für unsere Versuche an, daß das ge- 
samte Entladungspotential sich gleichmäßig auf den Raum 
zwischen Kathode und Schirm verteilt (vgl. die Bemerkung 
oben in § 3, dazu Fig. 4), so ist etwa 

V-108 
el.-magn. C.G.S., 

wenn V das in Volt abgelesene Entladungspotential bedeutet, 
und fiir den nicht ganz konstanten Abstand Kathode—Schirm 
5 cm angenommen wird. Damit lautet Gleichung (7): 

, V.10° 
8 f=— ™. 
(8) 5 — 

Wird e/m = 1,74-10° el.-magn. Einh. gesetzt, so ist in (8) 
rechts alles bekannt, und damit auch o’ in cm. Stellt man 
sich nun nach Tab. II A. als Funktion von o graphisch dar, 
so kann man aus dieser Kurve zu den berechneten o’ das 
zugehörige A,’ entnehmen. Dieser Wert 4,’ ist dann die nach 


1) Z.B. J. J. Thomson, Elektrizitätsdurchgang in Gasen, übers. 
von E. Marx. Leipzig bei Teubner 1906. p. 88. 
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der Theorie zu erwartende Ablenkung des diffusen Schattens 
bei den im Experiment vorhandenen Bedingungen von / und §, 
falls Cykloidenbahnen angenommen werden. 

Unter der Voraussetzung, daß die Bahnen der Kathoden- 
strahlen Kreise sind, also das gesamte Potential direkt bei der 
Kathode durchlaufen wird, ergibt sich als Radien dieser Kreise 
in cm 


(9) 


wobei wieder e/m in absoluten el.-magn. Einh. auszudrücken ist. 

Stellt man sich ebenso nach Tab. I A, als Funktion von 
r graphisch dar, so kann man aus dieser Kurve zu den be- 
rechneten r’ das zugehörige 4’ entnehmen. Dieser Wert 4,’ 
ist dann die nach der Theorie zu erwartende Ablenkung des 
diffusen Schattens, falls Kreisbahnen angenommen werden. 

Nach den Ausführungen des § 4 sollten die beobachteten 
Werte von 4 zwischen den 4.’ und den 4,’ liegen. 


§ 9. Vergleich der berechneten absoluten Werte mit den 
Beobachtungen. — In Tab. III sind in der 7. und 8. Kolumne 
die aus V und § nach dieser Methode berechneten Werte von 
4. und 4, eingetragen. Um aber einen besseren Vergleich 
zu haben, sind in Tab. V die sämtlichen absoluten Messungen 
mit den berechneten Werten zusammengestellt. Dabei sind 
die Aveop.,; 4c’ und 4,’ solcher Messungen gemittelt worden, 
welche dasselb& Öyeon. hatten. 

Tab. V lehrt folgendes. Abgesehen von der einen Beob- 
achtung (ö = 1,3 mm), welche aus dem ganzen Verlaufe der 
Reihe stark herausfällt und bei der wahrscheinlich ein gröberer 
Beobachtungsfehler in ö unterlaufen ist, zeigen die übrigen 
Versuche einen durchaus systematischen Gang. Bis etwa 
ö= 2,3 mm liegen die beobachteten A-Werte nahe außerhalb 
oder aber zwischen den Werten 4,’ und 4,’, und zwar bei 
größeren 0 näher den Kreiswerten, bei kleinen 3 aber näher 
den Cykloidenwerten. Unterhalb ö = 2,3 liegen dann die be- 
obachteten Werte alle etwas oberhalb der 4,’. Im ganzen 
läßt sich aber wohl sagen, daß die beobachteten Werte tat- 
sächlich den theoretischen Werten nahe benachbart sind, wenn 
man die Fehlergrenze berücksichtigt. Immerhin deutet der 


st 
ö a 
e, 
nt 
. 
in 
3- 
In > 10° 
a 4 
er 
es 
ig 
er > 
1e 
ei 
m 

1g 
at, 
m 
8) 
in 
aS 
rs. 


E. Meyer u. H. Schüler. 
Tabelle V. 


- 


- 


| 
systematische Gang auf noch vorhandene Fehler hin, die in 
§ 10 besprochen werden. 

In Tab. VI ist der Vollständigkeit halber noch das Resultat 
der gleichen Rechnung für ö angeführt. Von den 37 Versuchen 
dieser Tabelle sind 19 in der Tab. V enthalten, 18 Versuche sind 
andere. Gemittelt sind wieder die Messungen gleicher Iyeon. 


Tabelle VI. 


| 


"Anzahl der | 
Messungen | 


6,0 mm 

4,3 

3,8 

2,5 

2,1 | 
1,7 | 


0,7 | 


Auch hier liegen die beobachteten ö-Werte nahe den nach 
der Theorie berechneten, und auch jetzt ist wieder ein syste- 
matischer Gang zu erkennen, indem die Öyeo». erst kleiner als 
die J,’, nachher aber größer als die ö.’ sind. 

Unter Berücksichtigung des im folgenden § 10 gesagten 
darf aber wohl behauptet werden, daß diese Versuche die 
Theorie der Schattenerzeugung und damit die eingangs er- 
wähnte Hypothese über die Entstehung der Kathodenstrahlen 
durchaus bestätigen. 


Anzahl der | | 
| Messungen beob. Apeob. I. | 4,' | 
| 4,3 mm | 17,5 mm ~26 mm | 18,6 en 
1 16,4 | 
| ” | 11,5 „ | 13,5 „ | 95 5 | 
108 „ u, | 
2 » | 105 » Far 
y » 65» 52 „ 3,8 5, | 
ty | 
| 
| | | 5,5 mm 
” | 4,2 „ 
| 3,6 
4 | 2,3 „ 2,4 
6 | | 20 
1 
| 


Uber die Entstehung der Kathodenstrahlen. 525 


$ 10. Fehlerquellen. Eine ganze Reihe von Fehlerquellen 
lassen sich bei diesen Messungen angeben, die für die, immerhin 
nicht großen, Abweichungen zwischen den beobachteten und den 
berechneten Werten verantwortlich gemacht werden können. 

1. Wie schon in § 7 erwähnt, ist das gemessene Ent- 
ladungspotential V wahrscheinlich zu klein, weil dasselbe erst 
nach der Bestimmung von 0 und 4 abgelesen werden konnte. 
Dieser Fehler wird aber durch folgende Vernachlässigung 
kompensiert, wenn nicht gar überkompensiert. Bei der An- 
nahme von Cykloidenbahnen ist das elektrische Feld vor der 
Kathode € = V.10%/5 gesetzt worden, wo V das ganze ab- 
gelesene Entladungspotential an der Röhre bedeutet. Eigent- 
lich sollte aber für V die wirkliche Potentialdifferenz zwischen 
Kathode und Schirm eingesetzt werden, also das Entladungs- 
potential verkleinert um das Anodengefälle, das Gefälle in der 
positiven Säule und um das Gefälle in dem Teil der Glimm- 
schicht, welche hinter dem Schirm liegt. Diese so korrigierte 
Potentialdifferenz sollte auch bei den Kreisradien [Gleichung (9)] 
benutzt werden. Der durch diese Vernachlässigung bewirkte 
Fehler beträgt, wie ein angenäherter Versuch lehrte, in 7 
ungefähr 5 Proz. und bewirkt daher (vgl. Tab. V) bei ö = 3,8 
eine Erhöhung von 4 = 14,7 auf 4,’ = 15,1; bei ö=1,1 
wird aber dadurch nur noch eine Erhöhung von 4,’ = 3,9 
auf A, = 4,0 hervorgerufen. Die absoluten Beträge der Ver- 
größerung der A.’-Werte sind bei denselben 5 etwa doppelt so 
groß wie bei den a Das Resultat der Tab. V kann also durch 
diesen besprochenen Fehler nicht wesentlich geändert werden. 

2. Wegen der geringen magnetischen Ablenkbarkeit der 
Kanalstrahlen ist bei den Berechnungen immer die Voraus- 
setzung gemacht worden, daß die Lage des Schattens der 
Kanalstrahlen auf der Kathode im magnetischen Felde keine 
Verschiebung erfährt, eine Voraussetzung, die bei den ver- 
wendeten Feldern von höchstens etwa 20 Gauss auch gerecht- 
fertigt erscheint. Die Beobachtung zeigte aber, daß der Punkt e 
im Schatten auf. der Kathode (vgl. Fig. 7) sich in stärkeren 
magnetischen Feldern (wesentlich größer als 20 Gauss) sichtbar 
nach links verschob, wenn, wie in Fig. 7, der diffuse Schatten 
der Kathodenstrahlen auf dem Schirm nach rechts abgelenkt 
wurde. Ahnliche Beobachtungen sind von Wiedemann und 
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Ebert!) sowie von Wehnelt?) gemacht, nach denen die An- 
satzstelle der Kathodenstrahlen auf der Kathode in starken 
Magnetfeldern verschoben wird. Unter Berücksichtigung dieses 
Einflusses, dessen Größe aber schwer abzuschätzen ist, müßten 
die Ay und 4,’ kleiner ausfallen, und zwar um so mehr, je 
größer 9, d.h. je größer Öyeon. ist. Der Grund für diese Er- 
scheinung liegt offensichtlich in dem Mitbiegen der elektrischen 
Äquipotentialflächen, das durch die magnetische Ablenkung 
der Kathodenstrahlen veranlaßt wird (vgl. darüber auch $ 12), 


3. Die wichtigste Fehlerquelle ist sicherlich die an dem 
schattenwerfenden Körper auftretende Deflexion der Kathoden- 
strahlen. Auch hier ist es schwer, die Größe dieses Einflusses 
abzuschätzen. Sicher läßt sich aber wohl über die Ayso. aus- 
sagen, daß sie um so mehr durch die Deflexion vergrößert 
sein müssen, je kleiner die Apeop, sind, da dann (vgl. Fig. 1) 
das Bündel II näher an D liegt. Auf diese Ursache ist nach 
unserer Meinung der systematische Gang der Tabelle V zu- 
rückzuführen, daß nämlich bei kleinen pen. die Ayeon. außer- 
halb des berechneten Bereiches fallen, und zwar, daß sie größer 
sind als die 4,’. Der Einfluß der Deflexion auf die ö ist nicht 
so ohne weiteres angebbar. Die offensichtliche Tendenz der 
A/d-Werte, bei kleinen 4 anzusteigen (vgl. Fig. 8) und selbst 
höher zu liegen, als der Annahme von Cykloidenbahnen ent- 
spricht, dürfte auch auf diesen Einfluß der Deflexion zurück- 
zuführen sein. Die in § 5 erwähnte Beobachtung, daß die 
Nullagen des scharfen und diffusen Schattens (Tab. III) nicht 
identisch sind und beträchtlich von dem Sollwerte 25,5 ab- 
weichen, könnte wohl auch durch die Deflexion an dem 
Drahte D und durch die Feldverzerrung zwischen diesem und 
dem schiefstehenden Schirm erklärt werden. 

Unter Berücksichtigung der hier besprochenen, hauptsäch- 
lichen Fehlerquellen muß man die Übereinstimmung in der 
Tab. V und VI zwischen den beobachteten und berechneten 
Werten als genügend erachten. In der Hauptsache verhindert 
die durch die Deflexion veranlaßte und kaum genügend zu 


1) E. Wiedemann und H. Ebert, Sitzber. phys. med. Soc. Er- 
langen 1891. p. 28. 
2) A. Wehnelt, Phys. Zeitschr. 2. p. 338. 1901. 
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berücksichtigende Fehlerquelle die genaue Übereinstimmung 
zwischen Beobachtung und Rechnung, worauf bei einem!ahn- 
lichen Problem auch Wehnelt!) aufmerksam gemacht hat. 

§ 11. Eine weitere Bestäti- 
gung. — Bisher wurde die Tren- 
nung des Kanal- und Kathoden- 
strahlschattens immer durch das 
Magnetfeld bewirkt. Es gelingt 
dieses aber noch auf eine andere 
Methode. Bei richtig gewähltem 
Druck beobachtet man nämlich 
von der Seite im Entladungs- 
rohr die in Fig. 9 schematisiert 
gezeichnete Erscheinung, falls der 
Beginn der negativen Glimm- 
schicht @ passend zwischen dem 
Draht D und dem Schirm 8 
lieg. Der Kanalstrahlschatten 
zieht sich hier von D auf die 
Kathode, der Kathodenstrahlschatten von D zum Schirm. Auch 
hier haben wir also ohne Magnetfeld eine Trennung der beiden 
Schatten erreicht. 

§ 12. Das Mitbiegen der elektrischen Äquipotentialflächen 
im Magnetfeld. — Es ist noch interessant zu bemerken, daß 
sich aus unseren Versuchen etwas über das Mitbiegen der 
elektrischen Äquipotentialflächen im Magnetfelde aussagen läßt. 
Von Wehnelt?) wurde gezeigt, daß die Niveauflächen vor der 
Kathode im Magnetfeld gegen die Achse des Entladungsrohres 
geneigt sind, doch war es ihm nicht möglich, zu bestimmen, 
welche Neigung die Niveauflächen gegen die Bahn der Kathoden- 
strahlen hatten. Bei seinen Potentialmessungen im dunklen 
Kathodenraum glühender Oxydkathoden nahm dann West- 
phal zuerst an*), daß die Niveauflächen bei schwacher mag- 
netischer Ablenkung der Kathodenstrahlen sich nicht wesent- 
lich verschieben,' später‘) aber, daß sie die Biegung der 


S 


Fig. 9. 


1) A. Wehnelt, Ann. d. Phys. 10. p. 578. 1903. 

2) A. Wehnelt, Ann. d. Phys. 10. p. 561. 1903. 

8) W. Westphal, Ann. d. Phys. 27. p. 580. 1908. 

4) W. Westphal, Verh. d. D. Phys. Ges. 14. p. 226. 1912. 
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Kathodenstrahlen vollständig mitmachen. Das experimentelle 
Resultat, zu dem Westphal gelangte, ist, daß wenigstens bei 
der hohen Ionisation im Oxydkathodenstrahl bei magnetischer 
Ablenkung die Niveauflächen des Potentials der Krümmung 
der Kathodenstrahlen folgen. 

Unter der allerdings nicht wahrscheirlichen Annahme, daß 
die Kanalstrahlen den elektrischen Kraftlinien ganz folgen, 
läßt sich für unsere gewöhnliche, kalte Kathode aussagen, daß 
hier kein vollständiges Mitbiegen der Äquipotentialflächen statt. 
findet. Denn sonst dürfte augenscheinlich keine Trennung des 
scharfen und diffusen Schattens im Magnetfelde erfolgen. Daß 
aber ein teilweises Mitbiegen jedenfalls eintritt, läßt sich aus 
der in § 10 beschriebenen Verschiebung des Kanalstrahlschattens 
auf der Kathode folgern. Zu beachten ist auch, daß bei teil- 
weiser Mitbiegung der elektrischen Äquipotentialflächen die 
einfachen Voraussetzungen unserer Rechnung nicht mehr erfüllt 
sind, was zu einer weiteren Fehlerquelle Veranlassung gibt. 

Wir haben auch experimentell zu sehen versucht, ob bei 
einer Oxydkatlıode dieselben Erscheinungen wie bei einer kalten 
Kathode eintreten, trotzdem hier nach Westphal die Aqui- 
potentialflächen vollständig mitgebogen werden. Bei diesen 
Versuchen traten aber solche experimentellen Schwierigkeiten 
auf, daß uns die Erzeugung der beiden Schatten im Oxyd- 
kathodenstrahl bisher noch nicht gelungen ist. 

§ 13. Zusammenfussung der Resultate. — Aus den Er- 
scheinungen, die ein für Kathodenstrahlen undurchlässiger 
Körper in dem Kathodendunkelraume einer Entladungsröhre 
hervorbringt, haben Schuster, Villard, Wehnelt und Stark 
den Schluß gezogen, daß die Emission der Kathodenstrahlen durch 
den Aufprall von Kanalstrahlen auf die Kathode bedingt ist. 

Die Folgerungen aus dieser Hypothese wurden für den Fall 
geprüft, daß dem Kathodendunkelraum gleichzeitig ein Magnet- 
feld überlagert wird. Die dann beobachteten Erscheinungen 
stehen nicht nur qualitativ im Einklang mit der Theorie, son- 
dern auch quantitativ, falls die mit den beiden angewandten Meb- 
‚methoden verbundenen F'ehlerquellen in Betracht gezogen werden. 


Zürich, Physikalisches Institut der Universität. 


(Eingegangen 6. Mai 1918.) 


a 


3, Zur Theorie molekularer und imneratomarer 
Vorgänge; 
von 8. Ratnowsky. 


Erster Teil. 


Die wichtigen Erfolge, die die Quantentheorie in den 
letzten Jahren durch die Arbeiten von Planck, Schwarz- 
schild und Epstein, insbesondere aber durch diejenigen 
von Bohr und von Sommerfeld auf dem Gebiete der Theorie 
der Serienspektra zu verzeichnen hat, lassen es außer Zweifel, 
daß man in der Quantenmethode ein Mittel in der Hand hat, 
welches ermöglicht, fast in jedem einzelnen Falle, wo die 
klassische Behandlung eines Problems versagt, eine Lösung 
desselben zu finden, die mit der Erfahrung mehr oder weniger 
im Einklang steht. Sogar die Tatsache, daß diese Erfolge 
um den Preis der Einführung immer neuer Hypothesen er- 
kauft wurden, Hypothesen, die nicht einmal. von quanten- 
theoretischem Standpunkte aus eine Begründung finden, ver- 
mindert keineswegs die Bedeutung der Quantenmethode. Denn 
es ist gerade als ein besonderes Charakteristikum der Quanten- 
methode zu bezeichnen, daß einfache, aber von Willkür nicht 
immer ganz freie Ansätze, die auf die eine oder andere Art 
das Wirkungsquantum h in die Behandlung des Problems ein- 
führen, genügen, um eine. mit der Erfahrung verträgliche 
Lösung des Problems zu finden. Es wäre deshalb verlorene 
Mühe, wollte man die Quantentheorie durch eine andere 
Theorie ersetzen, aus der sich das Wirkungsquantum nicht 
ergibt. Denn ungeachtet der erwähnten Nachteile derselben 
wird heutzutage kaum jemand die große Bedeutung der 
Größe h in Frage stellen wollen. 

Vielmehr glauben wir, daß es eine der wichtigsten Auf- 
gaben der heutigen theoretischen Physik ist, die physikalische 
Natur dieser Größe, den Mechanismus, dem diese Größe ent- 
springt, und somit die physikalische Grundlage. der Quanten- 

Annalen der Physik. IV. Folge. 66. 34° 
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methode aufzufinden. Wir sind der Meinung, daß das Wesen 
der Quanten nicht etwa energetischer Natur ist im Sinne 
der Planckschen Quantenhypothese (und speziell in ihrer 
ursprünglichen Fassung), sondern in der inneren Konstitution 
der Stoffe und hauptsächlich in der Konstitution der Atome 
zu suchen ist. Von diesem Standpunkte aus scheinen uns 
speziell diejenigen Theorien der inneren Konstitution der 
Atome besonders wertvoll zu sein, welche innere Konfigu- 
rationsverschiebungen der Systeme Kern-Elektron(en) zulassen, 

Wir halten daran fest, daß die klassische statistische 
Mechanik, bei ihrer Anwendung auf molekulare Vorgänge, 
zu richtigen Resultaten führt, sofern man bei solchen Vor- 
gängen nichts unberücksichtigt läßt. Aber gerade bei Be- 
trachtung solcher Vorgänge wurde nach unserer Meinung auf 
einen Umstand nicht Rücksicht genommen, darauf nämlich, 
daß bei Konfigurationssystemen Übergänge aus einer in eine 
andere stabile Konfiguration stattfinden können, und daß 
die Atome oder Moleküle, die in Wechselwirkung miteinander 
treten, sich nieht als absolut. abgeschlossene Systeme ver- 
halten; vielmehr muß jede Wechselwirkung zwischen den 
Atomen als mit inneratomaren Vorgängen verbunden be- 
trachtet werden. 

Die vorliegende Arbeit stellt nun einen Versuch dar, 
ausgehend von der klassischen statistischen Mechanik und 
Elektrodynamik unter Zuhilfenahme der Hypothese der Eigen- 
energie) und ihrer elementaren Begründung, zu den wesent- 
lichsten quantentheoretischen Beziehungen zu gelangen und 
auf diese Weise zu bestimmen, welcher Art der Mechanismus 
ist, der das Wirkungsquantum liefert. 


§ 1. Um die Existenz einer Eigenenergie elementar zu 
begründen, stellen wir uns auf den Standpunkt, daß zwischen 
den Atomen und den Elektronen eines kondensierten Körpers 
ein inniger Zusammenhang besteht, was ja unter anderem 
in der von Haber?) entdeckten Beziehung zwischen den 
ultraroten und ultravioletten Eigenfrequenzen die beste Stütze 
findet. 


1) 8. Ratnowsky, Verh.d. Deutsch. Physik. Ges. 18, p. 263. 1916. 
2) F. Haber, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 18. p. 1117. 1911. 
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Wir gehen nun ‘von der allgemein angenommenen Vor- 
stellung über die Atome aus: ein Atom sei aus einem positiv 
geladenen Kern und wenigstens einem Elektron zusammen- 
gesetzt. Die Frage: welches im speziellen das Atommodell 
ist, ob es etwa das Rutherfordsche Modell ist, bei welchem 
das Elektron oder die Elektronen um den Kern auf Kreisen 
oder Ellipsen sich bewegen, oder ob dieselben durch uns nicht 
näher bekannte Kräfte gemäß der Lorentzschen Dispersions- 
theorie an bestimmte Ruhelagen gebunden sind, um die sie 
quasielastische Schwingungen ausführen können, diese Frage 
ist für das Folgende zunächst unwesentlich und wir wollen 
sie vorläufig offen lassen, wenn wir auch später auf sie zuriiek- 
kommen. Wesentlich für uns ist nur die Voraussetzung, daß 
Kern und Elektron weder „zusammenschmelzen‘“, noch einen 
„testen‘‘ Dipol bilden können, bei welchem der Abstand der 
Pole unveränderlich ist. Wir wollen annehmen, daß der Ab- 
stand zwischen Kern und Elektron innerhalb bestimmter 
Grenzen veränderlich ist, etwa zwischen der „Peripherie der 
Atomsphire und einer inneren Sphäre um den Kern herum. 

Da nun die zwei entgegengesetzten Ladungen des Atoms - 
nach der Voraussetzung in einer gewissen Entfernung von- 
einander sich befinden, so werden dieselben nach außen hin 
sich nieht aufheben. Es wird also um das Atom herum ein 
Feld existieren müssen, das nun auf das Innere der benach- 
barten Atome wirken wird. 

Denken wir uns, um einen möglichst einfachen Fall zu 
nehmen, ein kondensiertes System solcher einatomiger Mole- 
küle geradlinig verteilt. Wir wollen dann annehmen, daß 
infolge der gegenseitigen Einwirkung des Kerns bzw. des 
Elektrons eines Moleküls auf das Elektron bzw. den Kern 
des benachbarten Moleküls der Abstand zwischen Kern und 
Elektron eines und desselben Moleküls, beim absoluten Null- 
punkt der Temperatur am größten ist. Es ‚sollen etwa der 
Kern im Mittelpunkte und das Elektron an der „Peripherie 
der Molekülsphäre‘‘ sich befinden. Dieses System ist nun 
Sitz einer potentiellen Energie beim absoluten Nullpunkt. 

Wird bei einem solchen System der gegenseitige Abstand 
der Moleküle vergrößert, so wird die Anziehungskraft zwischen 
dem Kern eines Moleküls und dem Elektron des benachbarten 
Moleküls geschwächt, wodurch dann der Abstand zwischen 
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Kern und Elektron eines und desselben Molekiils verkleinert 
wird, d. h. bei einer gegenseitigen Verlagerung der Molekil- 
mittelpunkte des betrachteten Systems findet in jedem Molekül 
eine gewisse Verschiebung des Elektrons gegen seinen Kern 
statt. Dadurch wird nun ein entsprechender Betrag der im 
System Kern-Elektron (Molekül) sich befindlichen Energie frei, 

Soleh ein System von Molekülen wird die Eigenschaft 
haben, daß es bei einem Versuch, die Schwingungsmittel- 
punkte der Moleküle voneinander zu entfernen, sich anders 
verhalten wird als bei einem Versuche, sie näher aneinander 
zu bringen. Denn infolge des Freiwerdens von Energie aus 
dem Systein Kern-Elektron beim Entfernen der Moleküle 
voneinander wird ein kleinerer Energieaufwand nötig sein, 
um dieses Entfernen zu bewerkstelligen, als der Energieauf- 
wand beträgt, den man verwenden muß, um die Moleküle 
um gleichviel einander zu nähern; denn beim letzteren Vorgang 
wird ja noch von den Systemen Kern-Elektron Energie in 
das Innere aufgenommen. 

Nun kann aber die thermische Ausdehnung der realen 
festen Körper nur dann erklärt werden, wenn man annimmt, 
daß die Moleküle desselben asymmetrische Schwingungen aus- 
führen), d. h., um der. genannten Erscheinung gerecht zu 
werden, muß man annehmen, daß die Moleküle des Körpers 
nicht nur um bestimmte Schwingungsmittelpunkte rein perio- 
dische Schwingungen ausführen, sondern daß mit einer Er- 
höhung der mittleren Energie der Moleküle des Körpers eine 
einseitige Verlagerung ihrer Schwingungsmittelpunkte ver- 
bunden ist. 

Führt man demnach dem oben skizzierten System Wärme- 
energie von außen zu, so wird im Mittel eine Vergrößerung 
des Abstandes der Schwingungsmittelpunkte der Moleküle 
stattfinden und somit auch eine Verminderung des mittleren 
Abstandes zwischen Kern und Elektron: eines und desselben 
Moleküls. Diese Verkleinerung des mittleren Abstandes zwischen 
Kern und Elektron ist aber, wie oben auseinandergesetzt, 
_ mit einer Verminderung der potentiellen Energie des Systems 
Kern-Elektron verbunden. Es wird somit ein gewisser Be- 
trag, der beim absoluten Nullpunkt in den Systemen Kern- 


1) Vgl. Debye, Göttinger Vorträge über die kinetische Theorie 
der Materie und der Elektrizität. B. G. Teubner. 1914. 
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Elektron (Moleküle) aufgespeicherten Energie frei. Wird 
also dem Körper von außen Energie zugeführt, so wird die 
mittlere Energiezunahme der einzelnen Moleküle desselben 
sich zusammensetzen aus zwei Teilen: 1. aus der von außen 
zugeführten Energie (mit der ja eine Verlagerung der Schwin- 
gungsmittelpunkte der Moleküle zusammenhängt) und 2. der 
Energie, welche, infolge der mit dem Obigen zusammen- 
hängenden einseitigen Verlagerung des Elektrons gegen seinen 
Kern (Eigenenergie), aus dem Inneren der Systeme Kern- 
Elektron (Moleküle) frei wird. Diese letztere Energie kann 
nun pro Freiheitsgrad höchstens denjenigen Betrag erreichen, 
der einer Änderung der Energie des Elektrons bei einer Ver- 
schiebung desselben von der äußeren bis zu der inneren 
„Molekülsphäre‘ entspricht. 

Unsere Hypothese lautet somit: Unter den Elektronen 
eines Atoms gibt es ein oder mehrere von solcher Art, daß 
man sie als eine Art Bindungselektronen betrachten kann, 
und die die Eigenschaft besitzen, sich gegen den Atomkern 
zu verschieben, falls der Abstand der Atome vergrößert wird. 
Bei dieser Elektronenverschiebung wird ein Teil der Energie 
des Systems Kern-Elektron(en) frei. 

Wir glauben in dieser Vorstellung eine elementare Be- 
gründung der Existenz einer Eigenenergie der Körper zu 
haben. Wie in den früheren Arbeiten!) gezeigt wurde, ge- 
nügt die Annahme der Existenz einer Eigenenergie, um das 
thermodynamische Verhalten der Körper zu erklären. Hier 
wollen wir weitere Folgerungen mitteilen, die aus der oben 
skizzierten Vorstellung über den Mechanismus, dem die Eigen- 
energie entspringt, sich ergeben.?) 

$2. Denken wir uns nun ein kondensiertes System, be- 
stehend aus einer großen Zahl von Molekülen, die sich ent- 
sprechend der oben skizzierten Vorstellung verhalten, als 
Elementarsysteme, denen verschiedene Konfigurationen za- 
kommen und die beim Übergang aus einer Konfiguration in 
eine andere notwendigerweise das Kraftfeld um sich herum 
ändern. Werden bei einem solchen Systeme die Moleküle 


1) S. Ratnowsky, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 18. p. 263. 1916. 
Mitteil. d. Physik. Ges. Zürich. Kleiners Heft. 1910. 

2) Vgl. zu diesem Paragraphen W. Wien, Vorlesungen über neuere 
Probleme der theoretischen Physik. 1913. Erste Vorlesung. 
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aus ihren Ruhelagen um eine Strecke x verschoben, so ent- 
steht eine elastische Kraft, die diese Moleküle in die ursprüng- 
lichen Lagen zurückzieht. Überläßt man nun die Moleküle 
nach ihrer Verschiebung sich selbst, so werden sie eine schwin- 
gende Bewegung ausführen. Diese Bewegung wird aber keine 
reine periodische Schwingungen darstellen, und wir dürfen für 
dieselbe die Gültigkeit der Bewegungsgleichung m# + / « =0 
für reine periodische Schwingungen eines Massenpunktes nicht 
voraussetzen. Wir müssen vielmehr in Anlehnung an Debye?) 
annehmen, daß das am nächsten liegende einfache Kraft- 
gesetz für die Molekülschwingungen 

(1) K,= f +9 

ist, welches eben eine Asymmetrie in die Schwingungen 
einführt. 

Aber auch in diesem Falle kann man mit einer gewissen 
Annäherung die Wärmeschwingungen als rein periodisch be- 
trachten, nur nicht unter der Wirkung einer elastischen Kraft, 
welche der Entfernung aus der Nullage proportional ist, son- 
dern der Entfernung aus einer neuen Lage z (welche von der 
ursprünglichen Ruhelage verschieden ist). Dazu braucht man 
nur anzunehmen, daß die Direktionskraft nicht mehr wie bei 
den rein periodischen Schwingungen f ist (wobei g = 0 ist, 
sondern daß sie gegeben ist durch f,=f+2gz, wo z die 

mittlere Verschiebung aus der Ruhelage bedeutet. 
In der Tat, im Falle rein periodischer Schwingungen ist 
die Direktionskraft f unabhängig von der momentanen Lage 
des schwingenden Massenpunktes. Dagegen in unserem Falle 
der asymmetrischen Schwingungen ist diese in jedem Punkte 
der Bahn eine andere. Indem wir nun unter Direktionskraft 
die Größe ak. 

verstehen, so ist sie in jedem Punkte der Schwingungsbahn 
gegeben nach (1) durch 


Denken wir uns also das Molekül zuerst durch eine äußere 
Kraft in die Lage 7 (gleich der mittleren Entfernung des 


1) P. Debye, l.c. 
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Moleküls aus seiner Ruhelage) gebracht und lassen wir es 
dann um diese neue Lage Wärmeschwingungen ausführen, 
so führt es um diese neue Lage die Schwingungen unter der 
Wirkung einer Kraft 

(f+292)9 


aus, wo q die Elongation in bezug auf z ist. Man kann somit 
die dem Körper zugeführte Energie in ihrem Verhalten den 
Molekülen desselben gegenüber so betrachten, als wenn sie 
zweierlei bewirken würde; erstens eine Verlagerung der Schwin- 
gungsmittelpunkte der Moleküle, die im Mittel durch z ge- 
geben sei, und zweitens bewirkt sie, zusammen mit der aus 
den Molekülen (Kern-Elektronen-System) frei gewordenen 
Energie, um jene neue Schwingungsmittelpunkte Schwin- . 
gungen der Moleküle, die wir nun als rein periodische Schwin- 
gungen betrachten können. 

Indem wir durch q die Lagenkoordinate um den neuen 
Sehwingungsmittelpunkt # und durch p = m g den zugehörigen 
Impuls bezeichnen, können wir für die gesamte Energie des 
Moleküls pro Freiheitsgrad setzen 

= 3 
wo die erste Klammer, entsprechend Gl. (1), die zur Ver- 
schiebung der Schwingungsmittelpunkte nötige Energie be- 
deutet, während die zwei letzten Glieder die Schwingungs- 
energie um den neuen Schwingungsmittelpunkt darstellen. 

Nun lassen sich aber die thermodynamischen Zustands- 
größen eines Systems berechnen, wenn eine der thermo- 
dynamischen Funktion, z. B. die freie Energie F, als Funk- 
tion der Zustandsvariablen v und T (Volumen und Temp.) 
bekannt ist. Denn wir haben dann die Beziehungen für die 
Entropie S, die Energie U und den Druck p, 

OF r OF 
@) s=-(5); wd p=- 
Wirkt noch am System eine äußere Kraft K,, die eine Arbeit 
K,dz bei einer Verschiebung d= leistet, so haben wir, falls 
F als Funktion von # und T gegeben ist, 


.® K,= = 


was eine Beziehung zwischen K,, z und T liefert. 
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In unserem Falle erfolgt nun die Verschiebung 7 unter 
der Wirkung einer fiktiven äußeren Kraft, die ja in Wirklich. 
keit nicht vorhanden ist. Denn die mittlere Verschiebung 
wird durch die Wärmeenergie bewirkt. Es muß also die 
Größe = für alle Temperaturen auch dann der Funktion (8) 
genügen, wenn die Kraft K, verschwindet, d. h. es muß in 
unserem Falle zwischen z und T die Beziehung bestehen 
(8) =0. 

§ 3. Um nun die freie Energie F zu berechnen, wenden 
wir uns an die Gibbssche Statistik, beriicksichtigen aber 
dabei den Umstand, daß nach der Hypothese der Eigen- 
energie, wie wir sie in § 1 dargelegt haben, nicht die ge 
samte Energie des Systems thermischer Natur ist; d. h., 
wach unserer Hypothese ist die im System enthaltene Energie 
nicht nur äußeren Ursprungs, sondern sie rührt teilweise von 
den im Inneren der Elementarsysteme (Moleküle) sich ab- 
spielenden Vorgängen (inneratomare oder innermolekulare Kon- 
figurationsverschiebung) her. Die gesamte Energie ist nun 
nach unserer Voraussetzung unter den Gebilden des Systems 
verteilt, entsprechend den Gesetzen der statistischen Mechanik 
und die thermodynamischen charakteristischen Funktionen, 
wie freie Energie, Entropie usw., denen die Eigenschaft der 
Additivität zukommt, setzen sich darum jedes additiv zu- 
sammen aus den zwei Beträgen, von welchen der eine sich 
auf die von außen herrührende Energie, der andere sich auf 
den Energiebetrag bezieht, der aus dem Inneren der Ele- 
mentarsysteme frei wird (also Eigenenergie). 

Bezeichnen wir nun durch q,9s,.., die Lagenkoordi 
naten und durch p,,p,,... die Impulse, so gilt nach der 
statistischen Mechanik die Beziehung 


(4) e #7 49, 


wo der Größe Y die Bedeutung der freien Energie zukommt 
und e die Energie des Systems bedeutet. Diese freie Energie 
setzt sich nach dem Vorhergehenden aus zwei - Summanden 
zusammen 


(5) +, 
von welchen der eine 7, auf die thermische Energie sich 
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bezieht und der andere Y, auf die i ae So daß 
gesetzt werden kann!) 


@) e Fi. fe -dp,dp,.. 


und für die Berechnung der thermodynamischen u 
F=¥,, der freien (thermischen) Energie, erhalten wir die 


a dg,dq,...dp,dp,... 


Nach dem, was im vorhergehenden Paragraphen dargelegt 
wurde, ist nun die Energie ¢, falls wir unsere Rechnung der 
Einfachheit wegen auf ein System mit einem einzigen Freiheits- 
grad anwenden, gegeben durch 


+ 
und somit 


+00 +00 


$4. Um nun ¥, zu bestimmen, denken wir daran, daß 
die Eigenenergie, die aus dem Inneren der elementaren Systeme 
(Atome, Moleküle) frei wird, unter den einzelnen Molekülen, 
zusammen mit der Wärmeenergie, als gesamte Schwingungs- 
energie verteilt ist und daß der Betrag der Eigenenergie pro 
Freiheitsgrad höchstens denjenigen Wert erreichen kann, der 
eben der Verlagerung des Elektrons aus der einen extremen 
in die andere extreme Lage entspricht. Man kann hier das 
Vorhandensein der Eigenenergie in der Weise berücksichtigen, 
daß man annimmt, jede der Variablen q und p erleide eine 
gewisse „Verschiebung“ dadurch, daß zu der thermischen 
Energie noch die Eigenenergie hinzukommt. Aber diese „Ver- 
schiebung ist. an die Bedingung geknüpft, daß ihr Betrag 
für jede der Variablen q und p nicht größer werden kann, als 
es dem Grenzwerte der Eigenenergie entspricht, wenn wir 
eben die Eigenenergie durch diese Variablen ausdrücken. 
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Wir können somit die Größe Y, aus der allgemein gül- 
tigen statistischen Beziehung (4) berechnen, aber unter, Be- 
rücksichtigung der obigen Bedingung, daß es für jeden Frei- 
heitsgrad des Systems einen Grenzwert der Eigenenergie gibt, 
d. h. daß die Integration nicht über den ganzen Phasenraum, 
der für die gesamte Energie im Unendlichen begrenzt ist, 
auszuführen ist, sondern nur innerhalb desjenigen Gebietes, 
innerhalb welchem die Lagen- und Impulskoordinaten für die 
Eigenenergie sich verschieben können. Bezeichnen wir den 
Grenzwert der Eigenenergie eines Freiheitsgrades durch ¢, 

. 80 ist dann 


1 r(f+ 292) 1 


f+2gz 


dqdp. 
e+ 


Dies ergibt nun zusammen mit Gl. (8) für die thermische 
freie Energie die Beziehung 


_ 1 fir+292) 
; 2 


r+ Tar sal 


wobei die Integration im Nenner, wie angedeutet, zu erstrecken 
ist über das Gebiet, welehes durch die Ungleichheit 


+ 29% q? +75 
definiert ist. Man erhält nun für dieses Integral 


1 


ff 


m 
dqdp=2nkT 


und das Integral im Zähler liefert den Wert 
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Es ergibt sich somit für die thermische freie Energie der 
Ausdruck 


& 


2 
Die Größe 
1 292% 


2a m 


die in den beiden Integralen auftritt, ist entsprechend der 
Schwingungsgleichung 


2 
+ (f+ 29%)q =0 

die Schwingungszahl des asymmetrisch schwingenden Ge- 
bildes um den neuen Schwingungsmittelpunkt 7, um den 
wir die Schwingungen angenähert als rein periodische be- 
trachten. Wie man sieht, unterscheidet sich dieser Ausdruck 
für die Schwingungszahl von der Schwingungszahl 

: f 


= — 
0 2n m 


eines reine periodische Schwingungen ausführenden Gebildes 
durch das Auftreten in » der Größe der mittleren Verlagerung 7, 
die ja für das Freiwerden der Eigenenergie nach unserer Vor- 
stellung eine wesentliche Rolle spielt und der eine Bedeutung 
zukommt, welche einer wirklichen Volumenzunahme eines 
festen Körpers entspricht. 


$5. Um nun weitere Berechnungen durchführen zu 
können, muß man zuerst die Größe e, in Beziehung bringen 
zu denjenigen Größen, die für das betrachtete System charak- 
teristisch sind, und deren Vorhandensein das Freiwerden der 
Eigenenergie bewirken. Man könnte zu diesem Zwecke vor 
allem den Weg der Hypothese einschlagen, d. h. zu unserer 
Hypothese des Freiwerdens einer Energie aus dem Inneren 
des elementaren Systems noch eine ergänzende Hypothese 
einführen, die geeignet wäre, in eindeutiger Weise &, zu be- 
stinnmen. Indessen lehrt eine nähere Überlegung, daß dies 
keineswegs nötig ist, da verschiedene Wege sich einschlagen 
lassen, um ohne Einführung neuer Annahmen, gestützt auf 
die schon vorhandenen Ergebnisse unserer Wissenschaft, die 
Größe &, in Beziehung zu bringen zu anderen charakteristischen 
Größen des Systems. 
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Zuerst hätte man daran denken können, dieselbe Methode 
anzuwenden, die Planck in seiner ersten Ableitung der 
Strahlungsformel benutzt hat, um das Elementarquantum 
der Energie in Beziehung zu bringen zu der Schwingungs- 
zahl des Resonators.!) 

In der Tat: mit Hilfe der Relationen (a) können wir 
aus (11) die Funktionen S und U bestimmen. Für S ergibt 
sich dann 


12) 


Man braucht nun diesen Ausdruck für die Entropie nur auf 
eine andere Form zu bringen und mit der auf rein thermo- 
dynamisehem Wege ermittelten Funktion für die Entropie 
eines Resonators zu vergleichen. Es wird sich auf diese Weise 
für e, dasselbe Resultat ergeben wie für das Plancksche 
Elementarquantum der Energie, daß nämlich eg = hv. 
Demgegenüber haben wir in früheren Arbeiten?) über die 
Eigenenergie einen anderen Weg vorgezogen, der wohl all- 
gemeiner ist, indem er nicht nur für Resonatoren e, zu bestimmen 
ermöglicht, sondern auch für andere Systeme, bei welchen die 
Eigenenergie eime Rolle spielt. In jenen Arbeiten haben wir 
uns darauf gestützt, daß die gesamte Entropie nicht durch 
die Gl. (12) allein gegeben ist; sondern diese bezieht sich 
nur auf die thermische Energie, während noch ein zweiter 
' Ausdruck für die Eigenentropie aus Gl. (9) folgt. Nun soll 
aber nach unserer Hypothese für alle thermodynamischen Vor- 
gänge, bei welchen es nur auf die thermische Energie ankommt, 
die Entropie durch (12) vollständig bestimmt sein. Wenn wir 
also (12) für hohe Temperaturen (kT > e,) entwickeln, und 
schreiben 


(12%) $=klogT— klog= +h, 
so muß dieser Ausdruck auch die Entropiekonstante des 


Stoffes enthalten. 


Andererseits liefert (9) für den Grenzwert der Eigen- 
entropie den Ausdruck _ 


) 8, = klog®, 


1) M. Planck, Theorie der Wärmestrahlung. 
2) S. Ratnowsky, |. c. 
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wo die beiden Größen &, und » für den Körper charakteristische 
Konstanten sind. Damit aber die Eigenentropie ohne Einfluß 
auf den Wert der thermischen Entropie bei irgendwelchen 
thermodynamischen Vorgängen sei [denn (12) enthält ja nach 


‘der Voraussetzung auch die Entropiekonstante], muß S, ent- 


weder gleich Null oder einer universellen Konstante sein. 
Da nun aber kein Grund vorliegt für =», in welchem 
Falle S, verschwinden würde, darf man also annehmen, daß 
&/v eine von Null verschiedene universelle Konstante ist, 


v 

Eigentlich bedeutet das Auftreten des Verhältnisses der 
beiden Konstanten e, und » in dem Grenzwert für die Eigen- 
entropie nichts anderes als folgendes: Die Formulierung des 
Nernstschen Theorems, daß ‚beim Nullpunkt der absoluten 
Temperatur die Entropie eines jeden chemisch homogenen 
festen oder flüssigen Körpers einen bestimmten, von dem 
Aggregatzustande und von der speziellen chemischen Modi- 
fikation unabhängigen Wert besitzt‘, muß in Verallgemeinerung 
dahin lauten, daß beim abs. Nullpunkte der Temperatur die 
molekulare Entropie chemisch homogener fester oder flüssiger 
Körper nicht nur einen von dem Aggregatzustande und von 
der speziellen chemischen Modifikation bestimmten unab- 
hängigen Wert, sondern für alle Körper einen und denselben 
konstanten Wert, nämlich denjenigen der Eigenentropie, be- 
sitzt. Es ist also nach unserer Auffassung die Nernstsche 
Formulierung, daß AS = 0 für T = 0, nicht aber die Planck- 
sche S=0O für T=0 die zutreffendere ist, wenn man die 
Eigenentropie berücksichtigt. 

Denken wir uns in der Tat den kondensierten Körper in 
einem Zustande, für welchen kT > :, ist, so daß die Eigen- 
entropie gegeben sei durch den Ausdruck (9”). Wollen wir 
nun, von diesem Zustande ausgehend, bei konstant bleibendem 


- Volumen, den absoluten Nullpunkt der Temperatur erreichen. 


Dann sagt unsere Formel (12), daß die thermische Entropie 
bei dieser Temperatur verschwindet, was ja vollständig dem 
Nernstschen Theorem in der Planckschen Fassung 
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entspricht. Da bei diesem Vorgange die innere Konfiguration 
der elementaren Systeme (inneratomare oder innermolekulare 
Konfiguration) nicht geändert wird, so wird auch der Wert 
der Eigenentropie, in Anbetracht dessen, daß die Eigenenergie 
nur von der Konfigurationsänderung herrührt, die mit der 
Molekülverlagerung verknüpft ist, bis zum absoluten Null- 
punkt unverändert bleiben. (Man könnte darum solch einen 
Vorgang hinsichtlich der Eigenenergie als einen adiabatischen 
bezeichnen.) Nun ist aber nach unseren Formeln die Eigen- 
entropie in diesem Falle gegeben durch 


8, = klog = - 


Somit muß, da ja beim Zurückführen des Kérpervolumens 
auf den normalen Zustand längs der Isothermen T =0 die 
Änderung der Entropie AS gleich Null ist, e/» eine Kon- 
stante sein, und in Anbetracht der obigen Erwägungen eine 
universelle Konstante. 

$6. Gehen wir nun zu den Formeln (11) und (12) zu- 
rück, so können wir diese durch Einführung der Konstante 
in der Form schreiben 

hv 

und 


hy 


hy 
(14) 


Berücksichtigen wir, daß man für 


f+298 


v= 
2a m 


angenähert setzen darf 


v-n(1+43), wo % 


so erhalten wir aus (13) für dF/dz 
OF 


ag +455 
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und mit Rücksicht auf (3) und (8’) 
fitgP=—-4 


hv% 
hv 
e eT _ 1 
und mit erlaubten Vernachlassigungen 
(15) 


hv 
e*? -1 

Somit gelangen wir aus unserer Hypothese der Eigenenergie 
zu derselben Formel für die mittlere Verlagerung des Mole- 
küls, zu der Debye zuerst auf quantentheoretischem Wege 
gelangt ist. Es ist nun ohne weiteres klar, daß die hier ent- 
wickelte Vorstellung über die Natur der molekularen Vor- 
ginge in den kondensierten Stoffen auch dieselben Zustands- 
gleichungen für den festen Körper liefen wird, die schon 
früher auf quantentheoretischem Wege von Debye und von 
mir aufgestellt wurden.!) 

$7. Wir haben vorausgesetzt, daß die Atom- oder 
Molekülschwingungen nieht ohne Einfluß auf die Elektronen 
im Inneren der Atome sind, indem wir ja angenommen haben, 
daß eine Wechselwirkung zwischen den Elektronen und Kernen, 
_ die zu verschiedenen Atomen gehören, vorhanden ist. Dies ist 
nun gleichbedeutend mit der Vermutung, daß auch die Elek- 
tronen, oder wenigstens bestimmte Elektronen des Atoms an 
der Wärmebewegung teilnehmen. Dadurch wird aber schein- 
bar die Zahl der Freiheitsgrade bedeutend vermehrt und wir 
müssen für die Bestimmung der Funktion 7, schreiben 


€ e’ 
[fe ET dq,... [ fe KT dq,’ ...dp'n’ 
kT 
€ 


won=3N (N = Anzahl der Moleküle) und n’ die Anzahl 
Freiheitsgrade der Elektronen ist und vorausgesetzt ist, daß 
die Eigenenergie über alle Freiheitsgrade verteilt ist. Wir 
erhalten dann für die thermische Entropie und Energie, unter 


1) P. Debye, l.c. — S. Ratnowsky, Ann. d. Phys. 38. p. 637.. 
1912; Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 15. p. 75. 1913. 
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der Voraussetzung, daß die Elektronen des Atoms mono- 
‘chromatische Schwingungen ausführen, die Formeln 


hy 


U=k)y 


wo », die Schwingungszahl der Elektronen bedeutet. Man 
‚hätte nun befürchten können, daß diese Folgerung unserer 
Theorie in vollem Widerspruch mit der Erfahrung stehe, indem 
sich ja aus der letzten Gleichung ergibt, daß die spezifische 
Wärme eines einatomigen Körpers bedeutend über den klas- 
sischen Wert 3R steigen kann. Bedenkt man aber, daß die 
Eigentemperatur 
(7) 
‘der Elektronen (wenn man mit. Haber!) setzt m,v,? = m, »,?) 
ca. 100- bis 1000mal größer ist als diejenige der Atome, so 
fällt dieser Einwand weg, da in diesem Falle das Glied, welches 
sich auf die Elektronen bezieht, erst bei sehr hohen Tempe* 
raturen einen merklichen Einfluß auf die spezifische Wärme 
bekommt, was ja in keinem Widerspruch mit der Erfahrung 
ist. Vielmehr gerade das Vorhandensein dieses Gliedes (und 
jede konsequente Theorie muß unserer Meinung nach ein 
solches enthalten) kann diejenigen Erfahrungsresultate erklären, 
die bei gewissen Körpern eine ziemlich starke Zunahme der 
spezifischen Wärme über den Wert 3R feststellen. Dagegen 
was eine eventuelle ganzzahlige Vervielfachung des Wertes 3R 
betrifft, so wird diese erst bei Temperaturen eintreten können, 
die weit außerhalb herstellbarer Temperaturen liegen. 
$8. Bis jetzt haben wir die Elektronen im Atom nur 
insofern in den Betrachtungskreis gezogen, als wir ihr Ver- 
halten bei den molekularen Vorgängen für die Existenz der 


1) F. Haber, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 13. p. 1121. 1911. 
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Eigenenergie verantwortlich .machten. Jetzt wollen wir die 
Elektronen selbst näher untersuchen. 


Wir haben von den Elektronen am Anfange angenommen, 
daß sie die Eigenschaft besitzen, unter. Energieabgabe sich 
gegen den Kern des Atoms hin zu verlagern, wenn die Ent- 
fernung der Schwingungsmittelpunkte der Moleküle sich ver- 
größert. Dies zwang uns konsequenterweise, den betreffenden 
Elektronen eine Anteilnahme an den Wärmeschwingungen der. 
Atome des Körpers zuzuschreiben. Somit führen diese Elek- 
tronen Schwingungen aus, die mit einer Verlagerung ihrer 
Schwingungsmittelpunkte verbunden sind. Dies bedeutet nun 
nichts anderes, als daß die Elektronen im Inneren der Atome 
asymmetrische Schwingungen ausführen (analog wie die Atome. 
selbst), und nämlich von solcher Art, daß einer Verlagerung. 
der Atome, welche von einer Energieaufnahme derselben resul- 
tiert, eine Verlagerung der Elektronen in den Atomen ent- 
spricht, mit der eine Verminderung der inneren potentiellen 
Energie des Systems Kern-Elektron verbunden ist. Diese 
Verminderung der potentiellen Energie im Inneren der Atome 
verursacht es, daß zu der thermischen freien Energie Y, noch 
die freie Energie 7, hinzukommt, welche nach dem Früheren 
gegeben ist durch 


Wollen wir die mittlere Verlagerung des Elektrons im Inneren 
des Atoms bestimmen, so führen wir in e die mittlere Ver- 
lagerung & des Elektrons ein, wie wir es früher für die Mole- 
küle gemacht haben. Indem wir alle Konstanten, die sich auf 
die Elektronen beziehen mit Strich versehen, erhalten wir. für 
die Energie des Elektrons 


und können nun wiederum die Schwingungen als reine perio- 
dische, um die neuen Schwingungsmittelpunkte &, betrachten. 
Hier beziehen sich die Variablen q und p auf die Elektron- 
bewegung, und die Integration über diese Variablen, in dem 
Y, bestimmenden Integral, ist zu erstrecken innerhalb des 
Gebietes, welches definiert ist durch die Ungleichung 

Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 85 
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0 & die Energie x die aus dem System Kern-Elektron 
bei der Verlagerung des Elektrons frei werden kann. Somit 
erhalten wir zur Bestimmung von Y, und somit auch der 
Größe ie die 


f’ (+296 
(16) e “7 (P+ $F) q dp. 


Daraus ergibt sich für YP,’ 
f ze zs kT ir 
Berücksichtigen wir, daß nach dem Früheren [vgl. (3) und (3’)] 
aw _ 
aE (§,7)=90, 


so erhalten wir, mit erlaubten Vernachlässigungen, fiir die 
Verlagerung & des Elektrons 


wo 
° 1 f 
ist. 
Indem wir nun den Ausdruck rechts für 


entwickeln, so erhalten wir eine Beziehung zwischen der größten 
möglichen mittleren Verlagerung und dem Grenzwert der 
Eigenenergie h»y 

1 
(19) 

Man kann nun annehmen, daß der Betrag der Verlagerung 
alle Werte zwischen 0 und einem gewissen Werte r, der die 
Atomsphäre bestimmt, durchlaufen kann, so daß der Mittel- 
wert derselben gleich ist r/2. Dann erhalten wir für den 
absoluten Betrag von r die Beziehung 


(20) r= Thy, 
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wobei hy,’ die Energie des Elektrons ist, die dasselbe in der 
Entfemung r vom Kern besitzt. An diese Beziehung muß 
sich die weitere Untersuchung der Eigenschaften des Systems 
Kern-Elektron anschließen. 

§ 9. Es entsteht nun die Frage: Welche sind die Folge- 
rungen, die sich hinsichtlich der inneren Struktur des Atoms, 
aus unserer Betrachtung der molekularen Vorgänge und der 
erhaltenen Beziehung für den Elektronenabstand konsequenter- 
weise ergeben? Wir haben früher, um die Theorie der Körper 
durchzuführen, die formale Hypothese der Existenz einer 
Eigenenergie aufgestellt und haben nun versucht, diese Eigen- 
energie in Zusammenhang mit inneratomaren Vorgängen zu 
bringen. Zu diesem Zwecke sind wir von einer allgemeinen 
Vorstellung, die nichts Spezielles über den Atombau aussagt, 
ausgegangen, daß nämlich die Eigenenergie &, nichts anderes 
ist als die Energie, welche frei wird, wenn das Elektron aus 
einer bestimmten äußeren Lage im Atom in eine andere innere 
Lage übergeht. Obgleich diese äußere Lage dem Elektron zu- 
kommen soll, vermöge des Zusammenwirkens der inneratomaren 
Kräfte mit dem das Atom umgebenden äußeren Felde, welches 
von den benachbarten Kern-Elektronensystemen (Atome, 
Moleküle) herrührt, so haben wir doch vorausgesetzt, der 
Übergang aus der einen in die andere Lage komme dadurch 
zustande, daß das Elektron infolge der Asymmetrie seiner 
Schwingungen eine einseitige Verlagerung erleidet. Dies ent- 
hält somit die Annahme, daß das Elektron an bestimmte Lagen, 
um die es schwingen kann, gebunden ist. 

Hier ist nun die Frage anzuknüpfen, ob das Atommodell, 
mit dem wir es zu tun haben, ein statisches oder ein dyna- 
misches ist. Wohl ist die genaue Kenntnis der inneren Struktur 
des Atoms und auch die Beantwortung der hier gestellten 
Frage für das Vorhergehende ohne wesentliche Bedeutung. 
Denn man kann ja immer annehmen, daß das Kern-Elektronen- 
system unter der Wirkung gewisser, uns nicht näher be- 
kannten Kräfte eine stabile, statische oder dynamische Kon- 
figuration darstellt, wobei durch äußere Einflüsse diese Stabili- 
tät so gestört werden kann, daß das System in eine neue 
Konfiguration übergeht!), für welche die veränderten Kräfte 


1) Die genaue Kenntnis dieser Kräfte kann ja nur die endgültige 
Lösung des Problems der Theorie der Materie liefern, oder sie hätte auch 
die Lösung deses Problems bedeutet. 
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die neue Stabilität herstellen. Dennoch wollen wir annehmen, 
daß das Atom ein dynamisches System ist, etwa in der Art 
des Rutherfordschen. Atommodells bestehend, wie heut- 
zutage allgemein angenommen wird, aus einem positiv ga- 
ladenen Kern, um den herum Elektronen kreisen. Wir nehmen 
i den einfachsten Fall, daß um den Kern ein einziges Eelek- 

tron herumkreist. Das Elektron sei im Gleichgewichte auf 
| seiner Bahn unter der Wirkung der Coulombschen An- 
j ziehungskraft eE/r?, welche durch die Zentrifugalkraft m’ w*r 
aufgehoben wird, so daß die Beziehung gilt 


(21) = 


Diese Bedingung allein genügt bekanntlich nicht, um die 
Elektronenbahn zu stabilisieren. Als Stabilitätsbedingung 
wollen wir einführen die Bedingung, daß 


(22) m' wr? = c = const!), 


was ja im Grunde zusammen mit (21) nichts anderes be- 
deutet, als daß wir eine abstoßende Kraft, die mit der dritten 
Potenz der Entfernung umgekehrt proportional wirkt, an- 
nehmen.?) Es ist also die abstoßende Kraft gegeben durch 


r? r? 


Wir denken uns nun das Elektron um ein sehr kleines q aus 


1) Es ist kaum nötig zu bemerken, daß diese Bedingung mit der 
Bohrschen nicht äquivalent ist und daß sie auch keine neue Hypothese 
bedeutet. Vielmehr liegt diese Hypothese dem Begriffe des dynamischen 
Atommodelles zugrunde. Denn sobald man sich auf den Standpunkt 
stellt, daß das Atom ein stabiles dynamisches System ist, so drückt diese 
Bedingung die Existenzmöglichkeit eines solchen Systems aus; es ist 
nur die physikalisch-mathematische Formulierung des Begriffes eines 
„stabilen dynamischen Systems“. Als wesentlicher Einwand gegen die 
Bohrsche Theorie ist nicht die Voraussetzung der Nichtausstrahlung 
des Elektrons auf seiner stabilen Bahn zu betrachten (denn sonst müßte 
man auf ein dynamisches Modell verzichten), sondern die Stabilitäte- 
bedingung in der Form 


= i— 
2a 


(und selbstverständlich die willkürliche Annahme, die in der zweiten 
| Hauptregel ihren Ausdruck hat). 


2) Vgl. J. J. Thomson, Phil. Mag. (6) 26. p. 792. 1913. 
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seiner Bahn verschoben und sich selbst überlassen. Es wirkt 
dann auf das Elektron die Kraft 
m‘ q eE 


da“ 7 


d. h. für q sehr klein gegenüber r führt das Elektron reine 
periodische Schwingungen aus. Für größere q soll nach dem 
Früheren das Elektron asymmetrisch schwingen. Es muß also 
noch ein zweites Glied in q? für die Kraft eingeführt werden. 
Es ist aber unserer Meinung nach nicht angebracht, einfach ' 
ein weiteres Glied der Entwicklung der Funktion 


für (r+g) zu nehmen. Denn das hätte eine vollständige 
Kenntnis der Kraftwirkungen im Inneren des Atoms voraus- 
gesetzt. Nehmen wir an, daß für größere Verschiebungen 
des Elektrons aus der stabilen Bahn noch andere Kräfte ins 
Spiel treten, dennoch soll sich als zweites Kraftglied eia Aus- 
druck ergeben, der im wesentlichen eine ähnliche Gestalt hat 
wie das entsprechende Glied der Entwicklung der Funktion f (r). 
Wir setzen somit für das die Asymmetrie der Schwingungen 
verursachende Kraftglied den Ausdruck 


eE , 


wo n nur noch eine Zahl sein kann. 


Somit lautet das Kraftgesetz bei emer Verschiebung 
des Elektrons aus seiner stabilen Bahn 


‚@ E E 
(24) m =--51 — 


Nun ist aber nach dem vorhergehenden Paragraphen die ge- 
samte mögliche Verlagerung des Elektrons, von seiner äußersten 
Lage im Atom bis zum Atomkern, gegeben durch 


(20) rm Vy ? 
wo f’ und g’ die Koeffizienten von q und q? im Ausdruck für 
die Kraft sind. Wir können darum setzen 
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Andererseits ist hv” = &, die Energie des Elektrons in der 
Entfernung r vom Kern, somit »,' die Schwingungszahl, mit 
der es in dieser Entfernung um seine Stabilitätslage schwingen 
kann, d.h. 


1 eE 
v 


= — © 
0 2a m’ 


Dies liefert nun für (20) 


hı/eE 
mr’ 
h 1 h? 

Soll nun das Elektron unter Energieabgabe oder Energie- 
aufnahme seinen Abstand vom Kern ändern können, und 
knüpft man daran die Bedingung, daß das System Kern- 
Elektron bei einer solehen Änderung des gegenseitigen Ab- 
standes von neuem ein stabiles System darstellt, so ist dies 
nur unter der Voraussetzung möglich, daß n bestimmte dis- 
krete Zahlenwerte durchlaufen kann. Denn sonst müßte ja, 
da alle anderen Größen, die im Ausdruck (25) für r auftreten, 
universelle Konstanten sind, r eine universelle Konstante sein. 
Die natürliche Forderung also, daß das Atom ein innerhalb 
gewisser Grenzen stabiles System sein muß, und die heut- 
zutage geläufige Vorstellung über den inneren Bau des Atoms 
lassen sich somit nur dann in Einklang bringen, wenn man 
annimmt, daß das Atom ein polystabiles System von solcher 
Art ist, daß jeder stabilen Konfiguration, die durch den Ab- 
stand Kern-Elektron gleich r„ charakterisiert ist, ein be- 
stimmter Zahlenfaktor n in (24) und (25) entspricht. 

Führt man in (21) den Wert für r, aus (25) ein, so erhält 
man für den entsprechenden Wert von w 


@, = 5 
und durch Einsetzen dieser Werte von r, und o, in (22) ergibt 
sich 


(26) 


Nun sind wir in dieser Arbeit von der Annahme aus- 
gegangen, daß das Elektron im Inneren des Atoms sich gegen- 
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über dem Kern verlagern kann und daß mit dieser Verlagerung 
eine Energieabgabe vom Betrage e verbunden ist. Für diesen 
Energiebetrag ergab sich, daß derselbe in einer einfachen Be- 
ziehung zu der Schwingungszahl » steht 

€ 


—=h. 
v 


Berücksichtigen wir, daß die Energie des Elektrons im Ab- 
stande r, vom Kern unter Zuhilfenahme von (25) und (26) 
sich zu 


27) 


ergibt, so folgt, daß, wenn das Elektron aus der Konfiguration r,, 
in die Konfiguration 7, übergeht, eine Energieabgabe vom 
Betrage 
(28) &n = hv,, W, W, 
stattfindet. D. h. einer solchen Energieabgabe entspricht eine 
Schwingungszahl 

— W, 
kn h ’ 
eine Gleichung, die die bekannte zweite Hauptregel der Bohr- 
schen Theorie bildet. 

Wir gelangen somit zum Resultat, daB die die Entropie 
beim absoluten Nullpunkt der Temperatur (Eigenentropie) 
bestimmende Größe h in Gl. (9’’), gleichzeitig diejenige Größe 
ist, welehe nach Gl. (26) die Stabilität der inneren atomaren 
Konfiguration bedingt. 


Wir können nun zum Schlusse dieses Teiles die folgende 
Überlegung machen. Nach unserer Voraussetzung verhalten 
sich die Atome eines kondensierten Systems nicht als absolut 
abgeschlossene Systeme, deren inneres von der gegenseitigen 
Einwirkung derselben unberührt bleibt, sondern gerade im 
Gegenteil die zwischenatomaren (oder zwischenmolekularen) 
Vorgänge sind mit den inneratomaren eng verknüpft. Da 
aber die inneratomaren Vorgänge, wenn sie mit einer Energie- 
aufnahme oder Energieabgabe verbunden, solcher Art sind, 
daß sie eine Änderung der inneren Konfiguration darstellen, 
die gemäß den Ausführungen des letzten Paragraphen einen 
Übergang des Systems Kern-Elektron(en) aus einer stabilen 
Konfiguration in eine andere ebenfalls stabile bedeutet, so ist 
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‚anzunehmen, daß auch die molekularen Vorgänge, die jene 
inneretomaren zur Folge haben, ähnlicher Art sind, d.h. 
daß auch die atomaren (molekularen) Vorgänge disruptiv 
erfolgen. So daß z."B. nach dem Früheren bei der ther- 
mischen Ausdehnung eines festen Körpers eine Molekül- 
verlagerung stattfindet, gleichzeitig mit der Elektronenver- 
lagerung; da aber die letzte nur diskret erfolgen kann, so 
kann man annehmen, daß auch die erste, wegen dem innigen 
Zusammenhange der beiden, auf dieselbe Art erfolgt. 
Dann hat aber die Anwendung der Quantelungsmethode 
auf molekulare Vorgänge ihre Begründung darin, daß die 
Moleküle eines kondensierten Körpers vermöge des zwischen 
ihnen wirkenden Feldes nur ganz bestimmte Gleichgewichts- 
lagen haben können, d. h. man kann sagen, die Atome. (Mole- 
küle) können genau so wie die Elektronen im Atom nur ganz 
bestimmte diskrete Zustände durchlaufen, weil die Zwischen- 
'zustände labil sind. Man sieht übrigens, daß die atomaren 
Vorgänge nur dann solcher Art sein werden, wenn die Atome 
so nahe aneinander treten, daß eine inneratomare Beein 
flussung zustande kommen kann, wie es z. B. beim konden- 


sierten Körper speziell bei sehr tiefen Temperaturen der Fall 
sein soll. 


Zweiter Teil. 


$ 10. In zwei früheren Arbeiten!) über die Eigenenergie 
der Körper und auch im I. Teile dieser Arbeit wurden die 
Beziehungen zwischen dem Grenzwerte der Eigenenergie und 
den für die dort speziell behandelten Systeme charakteristischen 
Konstanten dadurch erhalten, daß der aus der Hypothese der 
Eigenenergie folgende Satz benutzt wurde, nach dem die 
Eigenentropie eines Freiheitsgrades eine universelle Konstante sein 
muß.?2) In den zwei behandelten Fällen (l. c.) konnte dieser 
Satz lediglich dadurch erschlossen werden, daß man auf die 
abgeleiteten Entropieformeln selbst Bezug nahm und von 
‚denselben voraussetzte, daß sie für hohe Temperaturen auch 
die für die betrachteien Systeme charakteristische Entropie- 
konstanten enthalten. Diese Überlegung kann aber bei irgend- 
welchem System wiederholt werden, so daß man ganz allgemein 


1) S. Ratnowsky, 1. c. 
2) Vgl. $5 des 1. Teiles dieser Arbeit. 
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sagen kann, daß die Grenzwerte (für hohe Temperaturen) der 
Eigenentropien für verschiedene Systeme mit gleicher Anzahl 
Freiheitsgrade einander gleich sind.‘) Die Folge davon wird 
nun die sein, daß der Phasenraum eines beliebigen Systems, 
der durch den Grenzwert der Eigenenergie des betreffenden 
Systems begrenzt wird (Eigenenergiephasenraum) sich durch 
die zuerst für schwingende Gebilde (mit einem Freiheitsgrad) 
eingeführte universelle Konstante h ausdrücken lassen wird, 
was dann auch eine Beziehung zwischen dem Grenzwert der 
Eigenenergie und den für das System charakteristischen Kon- 
stanten liefert. 


§ 11. Nun können wir die Eigenentropie S, eines Systems 
von n Freiheitsgraden ausdrücken durch die Gleichung 


dq.dp, 
wo die q,...q, und p,...p, Lagen bzw. Impulskoordinaten 
bedeuten. 
Für hohe Temperaturen kann diese Gleichung, in welcher 
dann Sy den Grenzwert der Eigenentropie darstellt, geschrieben 
werden 


(1 9 = Hog |... [an 


_ Betrachten wir nun verschiedene Systeme A..., B,..., 
von denen jedes die gleiche Anzahl Freiheitegrade besitzt. 
Es sei (S,)4 die Eigenentropie des Systems A, (S,)? diejenige 
des Systems B usw., so ist dann nach dem früher Ausein- 
andergesetzten zu schreiben 


(2) (S,)4 =... = (8,)? = const. 


Ist der Zustand des Systems A durch die Lagenkoordinaten 
-. und die Impulskoordinaten p,’',p.’ .. der Zu- 
stand des Systems B entsprechend durch die Lagen- und 
Impulskoordinaten ..-, Pi »Pg ... bestimmt und 
sind die Grenzwerte det Eigenenergie dieser Systeme durch 


1) Vgl. $ 5 des I. Teiles dieser Arbeit. 
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& , & usw. gegeben, so können wir gemäß Gil. (2) und (1’) 
setzen 


0 
= ap” ...dp,”. 
0 
D. h. die Eigenenergiephasenräume für Systeme mit gleicher 
Anzahl Freiheitsgrade sind einander gleich. — 

Haben wir es z. B. mit verschiedenen Modifikationen 
eines Körpers zu tun, so heißt es dann: Der Eigenenergiephasen- 
raum eines Systems bleibt beim Ubergange dieses Systems aus 
einer Modifikation in eine andere erhalten. 

Oder auch: Geht der Körper aus einem Aggregatzustande 
in einen anderen über (z. B. aus dem festen oder flüssigen in 
den gasförmigen), so gilt derselbe Satz. 

Hier ist nun noch zu bemerken, daß die physikalische 
Natur der Systeme wesentlich berücksichtigt werden muß. In 
der Tat, denken wir uns zwei materielle Systeme A’ und A”, 
jedes bestehend aus 


(3) 


n 
N=7 


gleichartigen Gebilden mit je drei Freiheitsgraden. Ist nun 
das System A’, auf welches sich das linksstehende Integral 
bezieht, von soleher Art, daß seine Gebilde alle möglichen 
Lagen annehmen können, während die Gebilde des Systems 4” 
an bestimmte Ruhelagen gebunden sind (z. B. A’ sei ein 
Gas und A” ein fester Körper), so ist dann das Integral, 
welches sich auf A’ bezieht, durch. N! zu dividieren; denn 
in einem solehen Falle kann man sagen, daß zur Bestimmung 
des Zustandes des Systems A’ sovielmal mehr Phasenpunkte 
gehören, als zur Bestimmung des Zustandes des Systems A”, 
auf wieviele Arten die Gebilde, die an feste Lagen gebunden 
sind, ihre Lagen vertauschen könnten. Diese Zahl ist aber 
gleich der Anzahl Permutationen, die man mit den N Ge 
bilden ausführen kann. 

Es muß somit die Beziehung (3) zwischen den Eigen- 
energiephasenräumen, im Falle, daß die oben erwähnten 
Eigenschaften den Systemen A’ und A” zukommen, geschrieben 
werden 
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Will man also den Grenzwert der Eigenenergie eines Systems A’ 
von N Gebilden, die ihre Lagen vertauschen können durch 
charakteristische Größen des betreffenden Systems ausdrücken, 
so setzt man den Eigenenergiephasenraum dieses Systems gleich 
dem N !-fachen Eigenenergiephasenraum eines zweiten Systems A”, 
dessen Gebilde ihre Lagen nicht vertauschen können, für 
welches aber die Eigenenergie durch bekannte Konstanten 
gegeben ist. So kann man z. B. die Eigenenergie eines Gases 
in Beziehung setzen zu der Eigenenergie eines festen Körpers 
und auf die Weise zu der universellen Konstante h. 


$12. Nun haben wir früher gefunden, daß im Falle, 
daß das System aus elastisch schwingenden Gebilden zu- 
sammengesetzt ist, der Grenzwert der Eigenenergie &, eines 
Freiheitsgrades des betreffenden Systems sich ausdrücken 
läßt durch eine für das System charakteristische Größe », 
die Schwingungszahl, und eine universelle Konstante h (,=h»). 
Es fragt sich nun, wie der Grenzwert der Eigenenergie eines 
Systems sich durch die charakteristischen Größen dieses Sy- 
stems und die Konstante h ausdrückt, wenn das System aus 
Gebilden besteht, die nur eine translatorische Bewegung aus- 
führen und bei denen die potentielle Energie fehlt (Gas). Dies 
läßt sich mit Hilfe unseres Satzes, der durch Gleichung (4) 
ausgedrückt ist, einfach beantworten. 

Wir betrachten zwei Systeme A’ und A”. Es seien die 
Lagen- und Impulskoordinaten des Systems A’ wie früher 
durch q,’... bzw. p;’... und diejenigen des Systems 4’ 
durch 9”... bzw. 91”... bezeichnet. Die Energie 
von A’ sei E’, diejenige von A” E’’. Die zwei Systeme sollen 
sich dadurch unterscheiden, daß die Energie des einen ge- 
geben ist durch 


(a) + + + By (Gas) 
und die Energie des zweiten Systems durch 


(fester Körper). 
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Das System A” betrachten wir als Vergleichssystem, für welche 
also gilt, daß für einen einzigen Freiheitsgrad &, = hv. 

Nach dem, was in $ 11 ausgeführt wurde, müssen wir 
zur Bestimmung von e&, setzen 


0 


und berücksichtigen, daß, um die Eat h einzuführen, 
das rechtsstehende Integral auf elastisch schwingende Gebilde 
mit je einem Freiheitsgrad bezogen werden muß. Wir müssen 
darum dieses Integral in ein Produkt von n 2fachen Inte- 
gralen zerlegen; jedes erstreckt sich über das Gebiet, welches 
durch die 


definiert ia wo &, der Grenzwert der Pe eines 
Freiheitsgrades bedeutet. Jedes dieser Integrale hat den Wert 
27 
m 
§ 18. Wir erhalten somit fiir die Bestimmung des Grenz- 

wertes der og uatings des Systems A’ die Beziehung 


(5) Jor Sag; ...dq, dp, ...dp, = Nth". 


Nun sind A in diesem Integral die n Impulse p,’,..., Pr 
nach (a) einer einzigen Grenzbedingung unterworfen. Denn 
da wir es hier mit einem Gase zu tun haben, so kann nur 
eine Zerlegung des Integrals in zwei nfache Integrale vor- 
genommen werden, von welchen das eine sich nur auf die 
Lagenkoordinaten bezieht und selbst in n/3 8fache Integrale 
zerfällt, während das zweite über das ganze durch die Be- 
dingung (a) bestimmte Gebiet zu erstrecken ist. Im Falle 
eines Gases liegt wohl kein Grund vor, diese letzte Grenz- 
bedingung durch mehrere voneinander unabhängige zu ersetzen. 
Es muß somit in (5) die Integration über die Impulse ent- 
sprechend der Bedingung (a) ausgeführt werden. 

Aber dann sind die zwei Phasenräume in (5), von denen 
der eine eine n-dimensionale ,,Hypersphire“, während der andere 
ein „Hyperparallelepiped‘‘ darstellt, nicht „kongruent‘“. Dena 
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zwei Phasenräume, von welchen der eine eine „Hypersphäre‘“ 
und der andere ein „Hyperparallelepiped‘‘ vorstellt und welche 
sich beide auf ein und dasselbe System beziehen, bedeuten 
nicht gleich große Wahrscheinlichkeitsgebiete, auch dann nicht; 
wenn die gesamte vorgeschriebene Energie, die zur Begrenzung 
der beiden Phasenräume gehört, gleich ist. :D. h., haben wir 
es mit einem System zu tun und bestimmen wir den Phasen-. 
raum entweder durch 


0 


S02) + 
F (& 15899 +++) = [... fap, ...ap, 
0,0,... 
(WO &), Egg; --- voneinander unabhängig sind), so stellen diese 


zwei Phasenräume nicht gleich große Wahrscheinlichkeits- 
gebiete dar, wenn auch 


Ey = & + fee > 
denn die Menge der Phasenpunkte, die jedem von ihnen 
entspricht, ist nicht dieselbe. 
Damit nun die beiden Phasenräume in (5) gleiche Wahr- 
scheinlichkeitsgebiete darstellen, muß das rechtsstehende Inte-~ 
gral auf voneinander unabhängige Variablenpaare der Energie- 


parameter reduziert werden, d. h. dieses Integral muß noch. 
mit 


oder durch 


multipliziert werden, damit die in (5) links und rechts stehenden. 
Phasenräume „kongruent‘‘ werden. 


‚ Wir müssen somit im Falle des Gases anstatt (5) schreiben 


Wie schon erwähnt, läßt sich das Integral über die Baum-. 
koordinaten in n/8 3fache Integrale zerlegen, von denen jedes 
sich auf ein einziges Molekül des Gases bezieht. Die Inte- 
gration ist dann zu erstrecken über das ganze Volumen FW’ 
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des Gases (die Dimensionen jedes Moleküls werden als zu ver- 
nachlässigend klein betrachtet). Die Integration über die, 
Impulse ist über alle möglichen Werte derselben, die der 
Bedingung (a) entsprechen, zu erstreeken. Dies liefert dann, 
da n = 8N, 
(8/2 
Indem wir nun für N! den Stirlingschen Satz benutzen, 
erhalten wir mit erlaubten Vernachlässigungen 
= 
4nmV *e'* 
Hier ist E, der Grenzwert der Eigenenergie der N Moleküle, 
jedes mit 3 Freiheitsgraden, und V das ganze Volumen des 
Gases. Bezeichnen wir den Grenzwert der Eigenenergie eines 
Parameters durch e, und setzen. wir 


r 


= NV! 


so erhalten wir 
( es 

§ 14. Nehmen wir an, 'daß die Ausdrücke für die ther- 
mische Energie und Entropie, die wir in dieser [vgl. Gl.(12) erster 
Teil] und den früheren Arbeiten abgeleitet haben, nicht nur für 
elastisch schwingende Gebilde, sondern für beliebige Systeme 
gelten, vorausgesetzt, daß man in jedem einzelnen Falle 
den Grenzwert der Eigenenergie des Systems bestimmt hat. 
Dies ist eine naheliegende Vermutung, speziell, wenn man 
bedenkt, daß in jenen Ausdrücken, abgesehen von universellen 
Konstanten, nur der Grenzwert der Eigenenergie als eine für 
das System charakteristische Größe auftritt. Es ist aber dann 
zu berücksichtigen, daß der Wert der Eigenenergie, die dort 
auftritt, auf zwei Parameter sich bezieht. 

Wir wollen nun mit Hilfe des im vorhergehenden Para- 
graphen bestimmten Ausdruckes für die Eigenenergie eines 
einatomigen Gases das thermodynamische Verhalten desselben 
bestimmen. Wir setzen also für die Energie und Entropie 
des Gases 


4128) U=4N 
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und 
LT 


und rechnen so, als wenn die Eigenenergie nicht nur auf die 
Impulskoordinaten, sondern auch auf die Lagenkoordinaten 
der Gasmoleküle verteilt wäre. Dann muß in diesen Formeln 
für e, nicht der Ausdruck (7), sondern ein verdoppelter Wert 
eingesetzt werden. Wir’ erhalten somit für die Energie bzw. 
Entropie eines ,,entarteten“ einatomigen Gases 
Qn mo? eh 
6) 
se 


und 
h? 


= 


e 


Der Ausdruck (8) fiir die Energie des entarteten einatomigen 
Gases unterscheidet sich nur sehr wenig von demjenigen, den 
Nernst?) auf Grund der Hypothese der Nullpunktsstrahlung 
aufgestellt hat. Es tritt.nämlich bei uns der Zahlenfaktor 27 e" 
statt wie bei Nernst 427 auf. Entwickeln wir den Entropie- 
ausdruck (9) für hohe Temperaturen 


h? 

so erhalten wir für die Entropie eines idealen einatomigen 
Gases 

kT 

Dieser Ausdruck für die Entropie ist völlig identisch mit 
demjenigen, der sich aus dem in meiner friheren Arbeit auf- 
gestellten Ausdruck fiir die Entropie des Gases bei hohen 
Temperaturen ergeben würde, und demjenigen, den Tetrode 
und Stern auf ganz anderen Wegen abgeleitet haben. Wäh- 
rend aber die Berechnungen von Stern und Tetrode nur für 


1) W. Nernst, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 18. p. 101. 1916. 
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den idealen Gaszustand gelten, gilt diejenige, die wir hier gegeben 
haben[G!. (8) und (9)], für beliebig tiefe Temperaturen. Die einzige 
Ableitung der Entropiegleichung der Gase für beliebige Tem- 
peraturen, die wie die unsere gleichzeitig den durch Erfahrung 
gut bestätigten Tetrodeschen Wert für die Entropiekonstante 
hefert, ist diejenige, die Planck!) auf Grund der verall- 
gemeinerten Quantenmethode gegeben hat. Nur unterscheiden 
sich die. Planckschen Ausdrücke für die Energie und Entropie 
von denjenigen, die wir hier gegeben haben, durch besondere 
Kompliziertheit der dort auftretenden Reihen. Dagegen ge- 
langt Nernst durch seine schon oben erwähnte Hypothese 
der Nullpunktsstrahlung zu einem von dem Tetrodeschen 
ein wenig verschiedenen Wert für die Entropiekonstante. 
Viel gréBere Abweichungen fiir die Entropiekonstante ergeben 
sich aber aus den Entropiegleichungen, die von Sommer- 


feld und Lenz?), Keesom), Sackur‘) und von Scherrer‘) 
ermittelt wurden. 


Wir können somit den durch. die Erfahrung gut be- 
stätigten Ausdruck (10) für die Entropie idealer Gase als eine 
wichtige Stütze der hier entwickelten Vorstellung betrachten. 


$15. Eine weitere Stütze für unsere Auffassung ergibt 
sich, wenn wir unsere Betrachtung auf ein zweiatomiges Gas 
anwenden. 

Denken wir uns ein System zweiatomiger Moleküle. Wie 
üblich, wollen wir das Molekül als ein starres Gebilde ansehen, 
welches aus zwei durch eine starre Gerade miteinander ver- 
bundenen Massenpunkten besteht und um seinen Schwerpunkt 
rotieren kann. Wir betrachten hier nur die Rotationsbewegung 
dieser Gebilde. Die Lage eines solchen Gebildes, wenn & 
um einen im Raume festen Punkt (Schwerpunkt) rotiert, 
ist durch die sphärischen Koordinaten g (zwischen 0 und 2n) 
und @ (zwischen 0 und 2) bestimmt. 


1) M. Planck, Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss. p. 653. 1916, 

2) A. Sommerfeld u. W. Lenz, Göttinger Vorträge über die 
kinetische Theorie der Materie und der Elektrizität. Leipzig, B. G. Teub- 
ner, 1914. 

3) H. Keesom, Physik. Zeitschr. 14. p. 665. 1913; 15. p. 695. 1914. 

4) O. Sackur, Ann. d. Phys. 86. p. 958. 1911; Nernst-Festschrift 
1912, p. 405; Ann. d. Phys. 40. p. 67. 1913. 


5) P. Scherrer, Gött. Nachr. 1916. 
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Die Energie eines Systems von n solehen Gebilden ist 
dann gegeben durch 


Se = > sin? 9,99), 


wo J das Trägheitsmoment bedeutet. Oder, indem wir die 


beiden Impulse 

4 . 6 8; ’ 
=J und = — = Jsin?#.g, 
. 0% v Pi Pi 

einführen, können wir für die Energie schreiben 
isn 
i=1 


Wollen wir nun die Eigenenergie bestimmen, so wenden 
wir die Beziehung (4) oder (8) an, je nachdem, ob die beiden 
Massenpunkte (falls die beiden Atome vollständig identisch 
sind) ihre Lage vertauschen können oder nicht. D. h. es 


. kommt darauf an, ob die Achsen der Molekiile sich um Winkel 
‘ von 180° frei drehen können!) oder ob die Moleküle nur um 
i ihre im Raume festen Schwerpunkte Pendelschwingungen aus- 
8 führen, von solcher Art, daß jeder der Massenpunkte nie in 

die Hemisphiire des anderen gelangt (z. B. Moleküle einer 
e Flüssigkeit oder eines Gases und diejenigen eines kristallinischen 
i, Stoffes). In diesem letzten Falle haben wir es ja eigentlich 
1 mit einem Analogon zu den elastisch schwingenden Gebilden 
t zu tun. Dagegen ist immer die Beziehung (3) zu verwenden, 
g wenn die beiden Massenpunkte des Gebildes in irgendwelcher 
8 Hinsicht als verschieden betrachtet werden können. Als solche. 
t, kann man sie aber immer dann gelten lassen, wenn jedes 


Gebilde des Systems einen Dipol darstellt. Dies ist eigent- 
lich auch in denjenigen Fällen zulässig, wo man es mit zwei- 
atomigen Gasmolekülen (mit gleichartigen Atomen) zu tun hat.?) 


6. 

ie 1) Da wir ja angenommen haben, daß die Gebilde nur um im Raume 

b- feste Punkte rotieren, so kommt hier für den Vergleich mit Gebilden, 
die um feste Punkte elastische Schwingungen ausführen, nur noch die 

4, Vertauschbarkeit deı Lagen der zu’ jedem der rotierenden Gebilde ge- 

ft 


hörenden beiden Massenpunkte in Betracht, nicht aber die Vertausch- 
barkeit der Lagen der Gebilde selbst. 

2) Vgl. hierzu H. Tetrode, |. c. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 56. 
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Wir kénnen somit hier fiir die Bestimmung des Grenz- 
wertes der Eigenenergie des Systems, unter Berücksichtigung, 
daB man hier jedes Gebilde fiir sich als System betrachten 
darf, entsprechend den zwei Freiheitsgraden des Gebildes 
setzen 


Oder nach Ausführung der Integration links 


= A? 
und 
h? 


Setzen wir nun diesen Wert für &, in die Formeln (12) und 
(12a) für die Entropie und Energie ein, so erhalten wir für 
die Entropie der N Gebilde, die von der Rotationsenergie 
herrührt, 

hr 


? 
JET 


und für die Energie 


Diese zwei Formeln habe ich schon früher in einer Arbeit!) 
auf direktem Wege unter Voraussetzung der Existenz der 
Eigenenergie abgeleitet. 

Der Ausdruck für die Energie (18) unterscheidet sich 
von demjenigen, den Nernst auf anderem Wege ermittelt 
hat), durch das Auftreten bei uns der Zahl 8 statt wie bei 
Nernst 2. Dementsprechend ergibt unsere Formel mit Hilfe 
der Euckenschen Messungen der spezifischen Wärme des 
Wasserstoffs für das Trägheitsmoment desselben den Wert 


J = 0,89 .10-4! , 
1) S. Ratnowsky, Mitteil. d. Physik. Ges. Zürich, Kleiner-Heft. 


p. 131. 1916. 
2) W. Nernst, |. c. p. 98. 
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während nach Nernst ist J = 3,57.10-4!. Andere Werte 
für J wurden gefunden (quantentheoretisch): J = 1,36 . 10-1 
(Holm, Planck), J=1,47.10-* (Einstein und Stern), 
J = 0,69 .10-*1 (Ehrenfest), J = 0,34..10-*! (Weyssenhoff) 
und von Debye aus der Konstitution des Wasserstoffmolekils 
mit Hilfe des Bohrschen Atommodells J = 2,99 . 10-41.) 

Wichtig ist nun der Ausdruck (12) fiir die Entropie. Aus 
diesen ergibt sich, daß für 

h? 
sat 


d.h. für hohe Temperaturen 


oder 

(14) S = kN log 

Das ist genau der zuerst von Tetrode und dann von Planck 
ermittelte Wert fiir den Rotationsanteil der Entropie. 


Wir haben nun in (11) vorausgesetzt, daB die zwei Atome 
des Moleküls sich in irgendwelcher Hinsicht unterscheiden, 
d. h., daß, wenn sie auch als Atome identisch sind, sie dann 
im Molekül wenigstens verschiedene Funktionen ausfüllen. 
Ist dies nicht der Fall, d. h. müssen wir bei einem zwei- 
atomigen Gase die beiden Atome als in jeder Hinsicht iden- 
tisch betrachten (wie es z. B. bei dem Debyeschen Wasser- 
stoffmolekül der Fall ist), so muß man dann, entsprechend 
dem oben Auseinandergesetzten, nicht von dem Ausdruck (3), 
sondern von dem Ausdruck (4) ausgehen. Dann tritt in (11) 
rechts noch ein Faktor 2 auf. Dementsprechend wird in 
allen Formeln dieses Paragraphen anstati des Faktors 8 der 
Faktor 4 auftreten, und unsere Formeln werden dann lauten 


(13) 


1) P. Debye, Sitzungsber. d. Kgl. Bayr. Akad. d. Wiss. 1915. 
In dieser Arbeit ist ein anderer Wert für J angegeben. Wir zitieren nach 
der Arbeit von W. Nernst, |. c. 
36* 
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und fiir hohe Temperaturen 
2 m 
(14’) S = kN log*™ 
Der Wert (13’) für die Energie wird dann mit Hilfe der Eucken- 
schen Messungen der spezifischen Wärme des Wasserstoffs 
für das Trägheitsmoment des Wasserstoffmoleküls ergeben 
J =1,78.10-9. 


Somit ergibt unsere Theorie für die der Rotation der 
Moleküle entsprechende Energie und: Entropie eines zwei- 
atomigen Gases im allgemeinsten Falle (z. B. Moleküle mit 
verschiedenen Atomen, oder Moleküle, die in irgendwelcher 


l) Es sei hier bemerkt, daß man diesen Wert für die Entropie 
rotierender Gebilde mit zwei Freiheitsgraden auch erhält, wenn man 
mit Hilfe der verallgemeinerten Planekschen Quantentheorie in An- 
lehnung an die in der Weyssenhoffschen Arbeit (Ann, d. Phys. 5l. 
p. 285. 1916) verwendete Methode quantentheoretischer Behandlung der 
Dipole in einem Richtungsfelde, die zwei Freiheitsgrade des Dipols als 
im Planckschen Sinne inkohärent betrachtet. Durch die Einführung 
des Richtungsfeldes wird bewirkt, daß beide Freiheitsgrade voneinander 
getrennt werden, d.h. als inkohärent behandelt werden können. Man 
erhält dann für die spezifische Wärme (der Rotation) des Wasserstoffs 
einen Ausdruck, der sich auf die Form zurückführen läßt 


2R do® 
fiir 
h? 

sehr groß liefert sie 

= 18Nkote~ 
und für kleine ¢ 

Cor = Nk . 
(Vgl. P. Epstein, Verh, d. Deutsch. Physik. Ges. 18. p. 402. 1916.) 
Die Formel (1) stimmt mit den Euckenschen Messungen ziemlich gut 
überein und liefert für J den Wert 2,12. 104. 

Mit einer Untersuchung dieses quantentheoretischen Problems habe 
ich Frau S. Rotszajn betraut, die demnächst die ausführlichen Resul- 
tate bezüglich der spezifischen Wärme und der Suszeptibilität para- 
magnetischer Stoffe auch veröffentlichen wird. 
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Hinsicht eine Polarität aufweisen) die Ausdrücke (12) und (13). 

Dagegen in speziellen Fällen (vollständig identische Atome) 
sind diese zwei Größen durch (12’) und (13’) gegeben. 

Für die gesamte Entropie eines zweiatomigen Gases bei 

hohen Temperaturen oder auch für 
h? 

können wir mit Rücksicht auf (10) und (14) schreiben 


h? 
<1 ud <! 


5, = $k N log 


oder 

$ 16. Zum Schluß wollen wir hier noch einen aus unserer 
Theorie sieh ergebenden Satz mitteilen, der in Hinblick auf 
die vor kurzem von Sommerfeld!) veröffentlichte Arbeit 
uns von besonderem Interesse zu sein scheint. 

Betrachten wir ein System von n Massenpunkten, die 
eine ebene Bewegung auf einer gemeinsamen Bahn um einen 
festen Punkt ausführen. Es seien nun r, und @, die Lagen- 
koordinaten der einzelnen Massenpunkte des Systems. Die 
kinetische Energie des Systems ist dann gegeben durch 


> + 7,9, 
i=1 
Wir nehmen an, daß die radiale Bewegung so langsam vor 
sich geht, daß man .r,'? im Vergleich mit r,?9,? vernach- 
lässigen kann. Wir haben es dann mit einem zyklischen 
System zu tun. Die r, sind also die Parameter des Systems 
und die @, die zyklischen Koordinaten. Die Energie des 
Systems ist dann 
ien 
isl i=1 
Sind nun die Massenpunkte alle gleichartig, so müssen 
wir zur Bestimmung der Eigenenergie den Satz (4) benutzen. 


1) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 58, p. 498. 1917. 
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Indem wir die Impulskoordinaten durch 

bezeichnen, erhalten wir für die Energie 


i_en ien 


Und nehmen om an, daß die einzelnen Impulskoordinaten 
voneinander unabhängig sind, so können wir den Satz (4) 
in der Form schreiben 


wo die Integration über p zwischen 0 und 27 und über y 
zwischen 0 und yw, = Y2mr,?&, 


(« und ¢, = Imre der Grenzwert der Eigenenergie) 


auszuführen ist. Dies ergibt nun 


(22 V2 mr,2&& =n! (*2)" =n! hn 


und daraus 
(16) = (Vn!)2h3, 
oder, wenn wir wieder das Impulsmoment y, einführen, 


= (Vn!)? h? 


und 
nm h 
a) = Val 


Wenden wir diese Uberlegung auf die um den Kern eines 
Atoms kreisenden Elektronen an, deren Bewegung wir als 
eme zyklische im Falle der Stabilitat betrachten, so sehen 
wir, daß das früher gefundene Resultat (Impulsmoment = h/2z) 
nur für den Fall gilt, daß man es mit einem einzigen um den 
Kern herumkreisenden Elektron zu tun hat. Bei mehreren 
Elektronen, die auf denselben Kreis sich bewegen, kommt 
für das Impulsmoment jedes Elektrons noch der Zahlenfaktor 


yr! in Betracht. 
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Nun hat Sommerfeld in seiner oben erwähnten Arbeit!) 
über die Dispersionstheorie die Impulsmomente der Elek- 
tronen verschiedener Stoffe aus der Dispersion der betreffenden 
Stoffe berechnet und ist zu dem Resultate gelangt, daß diese 
nieht durch h/2r, sondern durch Werte bestimmt sind, die 
für den Fall mehrerer Elektronen auf derselben Bahn größer 
als h/2rr sein müssen. Auf Grund des erhaltenen Zahlen- 
materials spricht dann Sommerfeld die Vermutung aus, 
daß der Ansatz für das Impulsmoment im Falle mehrerer 
Elektronen, die auf einem Kreise sich bewegen, die Form 
haben muß 


Impulsmoment = Yn = , (Sommerfeld) 


wo n die Anzahl der Elektronen bedeutet. Indes ist keine 
theoretische Besründung eines solchen Ansatzes vorhanden. 
Nun stimmt aber der aus unserer Betrachtung sich ergebende 
Satz für das Impulsmoment eines Elektrons 


(17’) Impulsmoment = Ya! ~ =n! p, 


(py = h/2r) besser mit den aus der Dispersionstheorie sich 
ergebenden Resultaten iiberein als derjenige von Sommerfeld 
vermutungsweise aufgestellte. Denn es ist auffallend, daß die 
aus dem Sommerfeldschen Ansatz berechneten Werte 


P,= Vn 
alle kleiner sind als diejenigen, welche sich aus der Dispersion 
ergeben. In der untenstehenden Tabelle geben wir die von 


Sommerfeld aus der Dispersion berechneten Werte des. 
Impulsmomentes pp; an und diejenigen, welche aus dem 


Sommerfeldschen Ansatze p,=Yn.p, und aus unserem 


Satze (17) y=Yn! p, folgen. 


| Hy | O | Ny 


Ppis.:Pı | 1,10 1,47 | 1,74 


Pst Da 1,0 1,41 | 1,73 
| | | 1,817 


1) A. Sommerfeld, |. ¢. 
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Unsere Theorie liefert somit nicht nur den von Bohr 
willkürlich (bis zu einem gewissen Grade auch vom quanten- 
theoretischen Standpunkte willkürlich) gemachten Ansatz für 
das Impulsmoment eines Elektrons, sondern sie führt insofern 
darüber hinaus, als sie für den Fall mehrerer Elektronen auf 
derselben Bahn den Satz (17) ergibt und somit jenen Bohr: 
sehen Ansatz verallgemeinert. Übrigens glauben wir nicht, 
daß es möglich sein wird, durch die Sommerfeldsche Art 
rein dynamischer Quantelung zu einer theoretischen Begrün- 
dung weder des Ausdruckes 


2a 
für das Impulsmoment noch desjenigen von Sommerfeld 
vermutungsweise aufgestellten 
h 
2a 
zu gelangen. 


Küsnacht bei Zürich, 3. April 1918. 


(Eingegangen 15. April 1918.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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